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Bigimilarita’ come punto fisso



CCS: sintassi

p,q = mnil processo inattivo
x variabile di processo (per la ricorsione)
p.p prefisso azione
P\ canale ristretto
p|P] rietichettatura del canale
p+q scelta nondeterministica (somma)
p|q composizione parallela
rec x. p ricorsione

(gli operatori sono elencati in ordine di precedenza)



CCS semantica operazionale

7 _
p—=q pé{aal P q
Act) 7 Res) 7 Rel) 5(10)
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rec . H
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bisimilarita’ forte

P insiemi di processi R C P X P una relazione binaria

R e’ una bisimulazione forte se
Vu,p'.p 5 p = 3. ¢S ¢ Ap R
vp,q. (p,q) € Ri=>={ A Alice gioca Bob replica
V.. q = q = Fp.pLpAp R

e’ un equivalenza

. . ] u A
, ~ £ R
bisimilarita’ forte U e’ una bisimulazione forte

R S.D.

Vu,p'.p B p = 3. q 5 ¢ Ap =~
Vp,q. p >~ ql& A\

L
V¢ q = q = Fp.pLpAp ~¢



il gioco della bisimulazione

P—snil P~Qo  Qy—2>nil
o R o
B p
P Alice gioca (21 3 o
5( QB Bob replica 5( Qz]
Py Q)2



CCS
Bisimilarita’ come punto fisso



Bisimulazione come pre punto fisso

vp,q. (p,q) €R=>{

Vu,p'.p B p = 3. g5 dAp R
A
V.. q = q = Fp.pLHpAp R

d:p(PxP)—p(PxP) mappa relazioniin relazioni

O(R) = {(p, q)

A

Vu,p'.p 5 p = 3. g5 d A R }
Vu, . q S q = I .p B Ap R

R C &(R)
una bisimulazione forte



Bisimilarita’ come punto fisso

Vu,p'.p B p = 3. g5 gAY =~
Vp,q. p >~ ql& A\
V. q = q = W .p L Ap ~d

d:p(PxP)—p(PxP) mappa relazioniin relazioni
Vu,pl.p—p = 3¢.q=>qdNp R

®(R) =< (p,q)| A
Vu,¢'.q 5 q = Fp.pHpAp R

~ = §(~)
la bisimilarita’ forte €’ un punto fisso



Punto fisso: quale OPC?

Possiamo usare il teorema di Kleene?
Dominio (P X P)

vogliamo trovare la piu’ grande relazione,
non la piu’ piccola
ldea: invertiamo l'ordine (inclusione)!

(p(P xP),E)

una relazione con piu coppie e _
arelazione conpilicoppie ¢ g R/ o R/CR
piu piccola di una con meno coppie

1L =P x7P



Minimo punto flsso invertito

(P x P)
RCR < R CR

pre-punti fissi ®(R) C R
(R € ®(R))

| piu’ grande bisimulazione forte

minimo pre-punto fissc

Tpiu’ piccola bisimilarita’ forte



Calcolare il punto fisso

possiamo riutilizzare il teorema del punto fisso di Kleene per

calcolare ~ ? ,
~ = u O™ (P x P)

T ___intersezione

partiamo dalla relazione universale (tutte le coppie, una partizione unica)
tutti | processi sono equivalenti

applichiamo® per distinguere sempre piu processi
R, distinguibili in un passo
R distinguibili in due passi

il numero di partizioni aumenta ad ogni passo



TH. & e’ monotona

prova.

R2 C Ry ®(Rsz) C

prendiamo (p, ¢) € ®(R5) dobbiamo provare (p,q) € ®(R;)
dal momento che (p, ¢) € ®(R,) abbiamo Vp = p’ con

3q = ¢

e (p',q) € Ry C Ry quindi, per def di &, abbiamo che
(p,q) € 2(R1)

Per g 5 g e pLp analogo al caso precedente



TH. & e’ continua (su processi finitamente ramificati)

prova. _ _ _ _
prendiamo una catena RoCRiE--ER, L
{R,, }en Ro2R12---2R, 2.
vogliamo provare & (|_| Rn> = | | 2(R,)
neN neN
®(|_| Rn) a3 | | eRn) @(|_| Rn) C | | 2R
neN neN neN neN
segue per la monotonia ( )
o (YRa |2 () 2Ry
neN neN

prendiamo (p, ¢) € ()| ®(R,,)vogliamo provare
necN (p7Q)€¢)((A\I{n)
Vn. (p,q) € ®(R,) neN



TH. & e’ continua (su processi finitamente ramificati)
prova.

vn. (p,q) € ®(R,) = (p,q) € P (ﬂ Rn)

neN

: M / . M /
rendiamo — p vogliamo trovare ¢ — ¢ con
P b P Vo L (v',d') € [ | Ran

neN
dal momento che an-i (p', CI') c R, <
vn. (pa Q> S (I)(Rn) allora Vn. EIQn- q — 4n CON (pla Qn) c R,

RhbODR{D2---O2R, D... Vk <n. (p',q,) € Ry

¢ e'finitamente ramificato: {¢’' | ¢ & ¢’} e’ finito
quindi 3m € N taliche {n | q, = ¢,,} € infinito

quindi Vn. (p’, ¢m) € R, e prendiamo ¢ = g,

(v',d) € (] Rn
: neN
inverso, analogo al caso precedente



Bisimilarita’ come punto fisso

Py processi finitamente ramificati

~ = I_I q)n(Pf X Pf)

neN
come facciamo a sapere che un processo € finitamente

ramificato?
possiamo restringere la sintassi: processi guardati



Guardato! Esemp | O Guardato!

P2 o (B.P+~.P) P ~ Q) Q= a.0.0Q+av.Q
P (8% Q (8%
() 7 AN
Y
B.P +~.P 8.Q— 7 T T=4.Q



Esempio

P2 o (B.P+~.P) P~ Q) Q= a.6.Q+ av.Q

Ro={{P,Q,B8P+~P, .Q,vQ}}

Si devono distinguere | processi con capacita diverse



Esempio
P2 o (B.P+~.P) P~ Q) Q= a.6.Q+ av.Q

R, ={{P, @}, {B-P+~.P}, {.Q}, {7Q}}

2 [B.P 4+ ~.Q)
= [8.Q], [7.Q]

Le transizioni adi P e Q finiscono in partizioni diverse



Esempio
P2 o (B.P+~.P) P~ Q) Q= a.6.Q+ av.Q

Ry = { {P} 9 {Q} ; {5-P‘|‘7-P} ; {562} 9 {VQ} }




Guardato! Esemp | O Guardato!

P2 o (B.P+~.P) P ~ Q) Q= a.0.0Q+av.Q
P X, ) 0 )
() 7 AN
Y
B.P +~.P 8.Q— 7 T T=4.Q

R, ={{P, Q}, {B.P+~.P}, {B.Q}, {nQ}}
Ry = { {P} 9 {Q} ; {5-P‘|—’7-P} y {5Q} ; {VQ} }

Solo partizioni con un elemento, ci possiamo fermare P « Q)



Esercizio

finitamente ramificato! P, < Qo finitamente ramificato!

s :
P > nil Qo P > nil

B( ) BK ) nil /4

P
O - 2 5

° P07Q07P17Q17P2 Oé’ﬂ;

RO — { {P07Q07P17Q17P27Q27ni1} }



Esercizio

?
Py ~ Qo

R ={{F,Qo,P1,Q1, P}, {Q2} , {nil} }




Esercizio

?
Py ~ Qo

L) o) B

P2 QQ QO%_PL
) Pli:PO:
PQ%[PO]

Ry = { {Fo,Qo} , {1, P2}, {Q1}, {Q2} , {nil} }



Esercizio

?
Py ~ Qo

Py # Qo
Rs = { {PO} ; {QO} ; {Pl} ) {PQ} ; {Ql} ) {QZ} ; {nil} }



Esercizio

finitamente ramificato! P, < Qo finitamente ramificato!

P() Q o QO o
/ \\
) / N
P (1 \7/> 2
- ” ’Y
RO:{{P())QOvPl)QlaQQ}} PO)QO$

PlanaQZ M
R, ={1{F,Qo}, {FP1,Q1,Q2} }

Non ci sono piu ragioni per discriminare!



processi non guardati?

E il caso generale? (processi non guardati)

ogni power set ordinato per inclusione definisce un reticolo
completo

Reticolo completo: (D,C) OP tale che

><

ogni X C D ha un least upper bound

><

ognhi X € D ha un greatest lower bouna

ha il bottome top 1=[]D T=||D




TH. [Knaster-Tarski] (D, C) reticolo completo

f:D — D monotona

ha un least e un greatest fixpoint

demin 2| {de D | f(d) =d} e’ un least fixpoint

\glb I pre punti fissi

dmax =| [{de D | de f(d)} e’un greatest fixpoint
N\ T

lub post punti fissi

Il minimo e il massimo punto fisso esistono... ma come calcolarli?



