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Domini di interpretazioni



L'idea

Per ogni tipo introduciamo il corrispondente dominio (V)
definito induttivamente sulla struttura di 7 in modo da poter
assegnare un elemento del dominio (V) , ad ogni termine t

chiuso e tipabile con tipo 7



Domini di interpretazioni

N Esempio
Dint = 21 Dintwint = (Z1 X Z1) 1

rec p.

D, wr, 2(D,, x D.) 1 p.-p (rec x. x,rec y. y)
J_ nt*xint J_ nt ) J— nt

distinguere: i (LDuer LD

coppia di termini divergenti |

da coppia divergente Esempio

Dint—sint = 21 —7Z.1]1

ZAY
D’Tl—>7'2 — [DTI — DTQ]J_ rec f. f )\x. rec y. y

distinguere: lp, . Ad. Lp
prende arg e diverge

dalla divergenza senza prendere arg

wnt



Domini di interpretazioni

Dz’nt = ZJ_



Domini di interpretazioni

t:T tlp € D-

/

ambiente p: Var — | | D,
TeT

tipo coerentecon 471 = p(z) € D,
assegnazione di
valori alle variabili

definiamo la funzione di interpretazione per ricorsione
strutturale



Semantica Denotazionale



Constanti



Variabili

P [t]lp € D-

p: Var — UDT
TET
dpoe (= D]

[21p = p(x)

e——

D,

D,



Operazioni aritmetiche

da dimostrare: °p, e’ monotona e continua

op € {+, —x}
[t1 op t2]p = [t1]p o, [t2]p

%J_ZZJ_XZJ_%ZJ_

[ [n1op ng] sewvy = |ni|ewvy=|ng]

ZAY
01%l02—<

J—ZL altrimenti (Ul — J—ZL O Vo — J—ZL)

N

chiamata estensione strict

\\



Condizionale

da dimostrare: Cond is monotona e continua

ﬂifithenﬂ elsez]]p = Cond,( M]p , [E]]p , [2]],0 )

nt

e— e——

Ding =71 D; D~

] L
D, D,

Cond,:Z, xD-xD.— D._

1lp. sev=_lg,
COHCIT(U, dl, dz) = dl S€C UV — LOJ
do altrimenti (v = |n| con n # 0)






Proiezioni

Equivalentemente: [fst( t )]p = let d < [t]p. 71(d)
[fst(t )]p =77 ( Mp)

| I
D, D — D, T
DT1 (D x D )
| | I |
1)7-1 (DT1 XDTZ) — D,

D,

[snd(t)]p =73 ([tlp)



Astrazione

DTl—>7'2 é [DTl — DTQ]J_

[Az. t]p £ [ Ad. [t]p[*/] |

T — T2 . l)T2

D7’1—>T2:[DT1_>DT2]L . [DTl _>D7'2]

[Dﬁ — DTQ]J—



Applicazione (lazy)

Equivalentemente: [ ¢ to Jp = (Ap. ¢([to]p))” ([t]p)




Ricorsione

ﬂrecﬁ:ﬂp A M]p[l[[rec x. t]]p/w]




Ricorsione

|[rec x. t]]p' bx )\d ﬂtﬂp[d/x

~[Ib !.D] D]D .

B

D, - | D, ! D]

D,



Recap

[n]p £ [n]

[z]p = p(x)
[t1 op t2]p = [ta]p op | [t2]p

[if ¢t then t; else t2]p £ Cond,( [t]p , [t1]p , [t2]p )
[(t1, t2)lp = | ([talp, [t2lp) |
[fst(t)]p =71 ([tlp )
[snd( ¢ )ipﬁ T ( [tlp )

[Az. t]p £ | Ad. [t]p[*/] |

[t to |p = let ¢ < [t]p. ©([to]p)

lrec x. t|p! PX Ad. [[t:]p[d/x]




Esempi

| seguenti termini hanno la stessa semantica®?

fd:ET! X:int. 3

g 'l x:int. if x then 3 else3

hd:Efrecy: int! int.! x:int. 3



Esempio

fd:eT!x:int.B

x ™ b rrd @0 ot e

Lfr = 1 x 3™ = d 13 [ = ) dl 3



Esempio
gd:ef! X:int. If X then 3 else3

x, ™ b rd e, ]

g™ = 1l x. If xthen 3 else3
= "1 d. lif x then 3 else3"" [/, ]#

lif t then t; else t,"! ! Cond ( It"! | 1", 11" )

= "l d COn(Xd "3#"3#)# b, sev=1g

Cond (v,di,dy)! . di  sev="O#

— ||| d Iet X$ d ||3## d» altrimenti (v= "n#conn $0)

at"" g™
"I d. "3 LN X int. 3



Esempio

hd:efrecy: int! Int.! x:int. 3
'lh"" = lrecy. ! x. 3"" lrec x. t"I' 1 px"d. 1" [ ]
— by | dy. 1y 3" [dy/ y] . t™ 0 rd 9,1
= bx ! dy. " dy. 13" [V, % ]

= Px ! dy."! dy. "3##
X 4 X #h: I dy "! dx. "3#;[

e (Wzo Zodos) = NZogt Zoglos
Ha(do) = (! dy. "1 dy. "3#H% = "1 dy. "3
Ha(dy) = (1 dy. "1 dy. "3#A"! dy. "3tH= "1 dy. "3HH= dy




Esempio

hd:efrecy: int! Int.! x:int. 3

Ho= 1 dy. "l dy. "3t

do = #qO(%[z%! Zodon) = YOZoil Zodos
di = #(do) = (! dy. "1 dy. "3#H%= "1 dy. "3t

Elemento massimale in  Zo,! Zo)o
potremmo gia’ fermarci



Esempio

hd:efrecy: int! Int.! x:int. 3

Th"" = "I dy. "3##= 1 "

= X 3 = dL 13 [ J#= . 3

fd:ef!x:int.S



X :int ! int lrec X. x"|

X Nt ! int lrec x. x"I

Esempuo

lrec x. t"1 1 bx"d. 1" [/ ]

Irec X. X"l = Px "dy. Ix"1[*/y]

= bx ! dy. dy

do: ' D,
di = ('dy.dy) do = do = ! p,

Irec X. X"l =1 p,

| [Z, !V Z) ]

! (Z, ' Z, ),



Esempi

| seguenti termini hanno la stessa semantica®?

[eC X. X
ly. rec z. z



Esempio
y.-t'1 <£.1!2 o ™ 0 hd 1@ 1"

Ricordiamociche lrec X. x'l =1 D,

Ily.rec z. 2" = Ildy. Irec z. 2" [/, ]"

= 11dy. " p, #

= !" [D!]_! D!2]¢

£ Doy
X :int ! int lrec X. X" =1z 1 2 diverge
y:.int,z:int Ily.rec z. 2" = I" | 2 # aspetta arg

e diverge



Esercizio

X:intlhint,y:int, z:int

' rec x. x "I l(recy.y,recz.z)"

o

diverge una coppia
di computazioni divergent

! Dint!int l( Dint ) Dint )i



Lazy vs Eager



Applicazioni Eager

ritorna ! quando It"! =1

lazy [ tto Jp = let ¢ < [t]p. o([to]p)

eager !tto"ll let " ! It"l. let d! Ito"l." ("d#)

ritorna ! quando !t"l =1 o Itp"! =1



Definizioni ben costruite



Ben definite

Dobbiamo garantire che tutte le funzioni che abbiamo usato
siano monotone e continue,
iIn modo che la teoria dei punti fissi di Kleene sia applicabile

112 (3" apply Px let gia analizzate

op, Cond ! da controllare



TH. 9B, e’ monotono e continuo

%J_ZZJ_XZJ_%ZJ_

I N ) vVi=1In{" evo, = Iny"

Vi oDV, ! 10pNn2" sevy=1Iny" ev; 2
I —

op # 2, altrimenti (v1 = #2, OoVvo = #7 )

Omettiamo il controllo di monotonia
Dal momento che il dominio ha solo catene finite, € anche

continuo



TH. Cond & monotona e continua

Cond.:Z,| xD-xD.— D_

" | D, sev = | Z,

" d; sev = "0O#
d, altrimenti (v = "n#conn $ 0)

Cond (v, dy,dy) !

Omettiamo il controllo di monotonia

Dimostriamo la continuita su ogni parametro separatamente
Il primo parametro e in Z,
sono possibili solo catene finite, quindi la continuita e garantita

Dimostriamo la continuita sul secondo parametro
Per il terzo parametro la prova € analoga e viene omessa



(continua)

Cond.:Z,| xD-xD.— D_

! D, sev = | Z,
dq sev = "O#
d, altrimenti (v = "n#conn $ 0)

Cond (v, dy,dy) !

#

Continuita sul secondo parametro
prendiamo Vv! Z, ,d! D,,{di}i-n" D

vogliamo provare Cond v, d,d = Cond (v, d;, d)
11 N 11 N

l Z
procediamo per analisi dei casi vé 0
n", n#0



(continua)

Cond.:Z,| xD-xD.— D_

! D, sev = | Z,
dq sev = "O#
d, altrimenti (v = "n#conn $ 0)

Cond (v, di,d2) !,

COﬂd_ !Z!1 di,d :!D! = !D! = Cond(! z!,di,d)
1" N 11 N 11 N



(continua)

Cond.:Z,| xD-xD.— D_

! D, sev = | Z,
dq sev = "O#
d, altrimenti (v = "n#conn $ 0)

Cond (v, di,d2) !,

v=10"

COﬂd_ 10", di d di
1" N 1! N 11 N

Cond (10", dj, d)



(continua)

Cond.:Z,| xD-xD.— D_

! D, sev = | Z,
dq sev = "O#
d, altrimenti (v = "n#conn $ 0)

Cond (v, di,d2) !,

Cond In", d,d =d= d= Cond (In", d;, d)

11N 11 N 11N



TH. |la lambda astrazione € monotona e continua

t:! 1 d. It"™[%] € continua
Ci concentriamo su una proprieta piu forte
X ennupla x4, ..., Xn d ennuplady, ..., d;
I d. 1t [‘H/k] e’ continua

la prova e’ per induzione strutturale su t

(provateci)

Corollary t:!g! ! bx ! d. 1t""[%/ ] € continua

(il limite di funzioni continue e continuo)



Proprieta’ principal



Lemma di sostituzione

o :! of 1"l = I1t"1['to™!
X, 0 10 o/ " = e ]

update dell’ambiente

sostituzione sintattica

la prova e per induzione strutturale su t

(provateci)



Composizionalita

Il lemma di sostituzione !t['°/,]"t = 1t"I["*/,] & importante
perché garantisce la composizionalita della
semantica denotazionale

TH. L= 0 L N[/ = e,

dim. assumiamo !ti1"! = !t,"!

[0/ ] = TR ] = R ] = R

lemma 1" = Tt lemma
di sostituzione di sostituzione



Solo le variabili free
hanno importanza

TH. t:!
Ix " fv(t). ' (x) = 1'(x) | It = It

la prova e per induzione strutturale su t

(provateci)

Corollary t chiuso ! L I = It



TH. | termini canonici non sono bottom
c! C ' 1l Ic'lt #p,

dim. per induzione sulle regole dei termini canonici
P(c! C/)! "l.Ic'l # $p,

In"l = In" # .
n# Cint $D|nt

to:!'og t1:!17 to,t1 closed
(to,t1) # Ci 11,y

(to, t2)"! = 1(Mto"!, 1t1"1)" # $p, ,,.

"X.t:1pg" 1 "X tclosed
! X.'[#C!O" 14

Xt = 1hd It [ (] # $D!o! !

1



