¢ Linguaggi di Programmazione

Roberta Gori

Teoremi di continuita’ -8.5



Domini arricchiti con bottom



Domini arricchiti con bottom

Abbiamo gia’ visto Z;
generalizziamo l’'idea:



Domini arricchiti con bottom

D=(D,Cp) CPO = D, =(D,,LCp,)

D, ={l} W D
=10, L)} U1} x D) =1(0, L)} Ui(L,d) | d € D}

1p, 2(0,1) .|:D— D,

N lifting function
d] = (1,d)

come ordiniamo gli elementi liftati?

VreD,. J—DL ;DL X

Vdi,ds € D. |d1| CEp, |do| & di Ep d






Domini arricchiti con bottom

TH. LetDacPothen Dy =( Dy , Cp, )isa CPO,

provatelo da soli:
OP,
ha elemento bottom,

per la completezza o |
osservare che: L) = |[]d

1N 1eEN

e’ Il least upper bound



Domini arricchiti con bottom

(Da;D) CPO
(E,Cg) CPO .

()" :|D—> FE|—|D;, — FE|

DBy s

perché la definizione sia ben costruita
abbiamo bisogno di provare:

felD—-F = f"e€|lD, — FE]
f continua implica /* continua



TH. loperatore di lifting €’ ben definito:
felD—-FE = [f"e€|D, — F]

prova. assumiamo f continua, prendiamo una catena {xn}nEN in D

dobbiamo provare  f* (LI xn) = Ll f (zn)

neN neN

se Vn € N. z,, = J—DL allora € ovvio
altrimenti, consideriamo k. — min{i | x; # J—DL}
allora Vm > k. dd,, € D. x,, = |dyn|

e per I'indipendenza dei lub dai prefissi

I_I Lpn — I_I Ln+k €ancheche LI f*(il?n) — LI f*(.il?n_|_k)

neN neN neN neN

possiamo ridurci a provare che f* (LI ;,;n+k) = LI [ (Tn+k)

neN neN



(continua) r <|_| z ) = || 7
n+k | = “(Tntk)

neN neEN

f* In+k | = )
(|_| +) / (Utdnjukj) per def di k&

neN neN
— ( _RQN dn+k_ ) per lub in un dominio liftato
— f (u dn+k) -
= per def di lifting
= nng(an) per continuita’ di f
— U (| dpir|) per def di lifting
= | | /*(znss) per def di &



TH. L'operatore (-)* € monotono
(provatelo)

TH. Loperatore (.)*e’continuo

prova. prendiamo una catena di funzioni continue { f; : D — E'}ien

>k
dobbiamo provare (I—l fz) _ I—I I

1eN 1N
consideriamo un generico ¢ D,

dobbiamo provare (u fz) (x) = (u fj) ()
€N €N

se = 1lp, e ovvio
se * = |d| abbiamo...



(continua) (\_I ﬂ-) (ld)) = <\_| f) (Ld))

1€N

(|_| fz') (Ld]) = (\_I fi) (d)  per def di lifting

1€N €N

= u fi(d) per lub di un dominio funzionale
iEN

= | | (4] per def di lifting

1€N
= (\_I f) (Ld])
1€N

per lub in un dominio funzionale



Notazione let (de-lifting)

(B,Cp) CPOL  M.ee[D—E]  teD,
let x<=t.e = (Az.e)"t = { el’/,] ift=|d
(D — E] D

Intuitivamente:
se +e’un valore liftato |4] allora de-liftiamo il valore e
lo assegniamo a xin e

altrimenti ritorniamo Lg



Teoremi di continuita’



(D,Cp)
E;,CEg,)

TH. CPO fZD%E&XEQ giéﬂ'iOf

f e’ continua sse g1, g2 SONO continue

proof. =) [ e’ continua
m; € continua
<) notiamo che Y/d € D. f(d) = (g1(d), g2(d))

assumiamo 91,92 continue
vogliamo provare f continua

consideriamo una catena {d;}ieny in D

vogliamo provare f (|_| di) = | | f(d:)

1N 1eN

= ¢; e continua



(continua) f <|_| dz) = L (@)

f (\a\lld) ) (91 (gd) b (gd)) per def g1, 9

— ( |gl(d7;), gz(dz’)) g1, g2 sono continue
1€N 1N

= | |(91(di),92(di))  per def di lub delle coppie

1N

- |_| f(d:) per def 91,92

1eN



fd E%F

(D,Cp) fa 2 Xe. f(d,
d — AN\E. €
TH. (EF.Cg) CPO [f:DxFE —F fdse)
(F,Cp) fe: D — F
fo 2 M. f(d,e)
f e continua sse Yd € D. f; sono cont!nue
Ve € E. f. SON0O continue
prova. =) assumiamo f continua
prendiamo un generico d € D ec
vogliamo provare fis e’ continua fe
' N (omessa
prendiamo una catena {e;};cny N E roval)

proviamo fq (Ll 6¢) = LI fa(ei)

1N €N



per def dif4

per lub della catena costante

per lub delle coppie

per continuita’ di  f

per def difq



jﬁ:.E7—%lT
fd = Ae. f(da 6)

TH. (E,Cp) CPO f:DxE—F
(F7 :F) fe D — F
fo = Md. f(d,e)
, . Vd € D. f; sono continue
f e’ continua sse .
Ve € E. f, SoOno continue

prova. ) assumiamo f4, fo continue per ogni d,e
vogliamo provare f continua

prendiamo una catena 1(dk,€k)trenin D x E

proviamo f (u di, ek ) |_| f dk,ek

keN keN



(continua) f (\_I (dg, ex ) | | f(dk,ex)

keN keN

f(Uk(dr, ex)) = f(Uidi, Uje;)  per def del lub delle coppie

= fa(Use;) per def of fq con d = Li;d;
= L; fa(e;) per continuita’ di fa

=, f(d,e;) per def di fa

= Uj fe, (d) per def dif..

_— |—ij€j (I_Izdz) per def di d = LI, d,;
= U; U fo,(d;) per continuita’ di fe,
= L L f(dz, €j) per def di fej

= Ug f(dg,er)  perlo switch lemma (applicabile?)



(continua) f (Ll dk»%) | | f(dk,ex)

keN keN

se t=<nAj=<m allora f(d;e;)C f(dn,em)?Q
|

di Cpdy, Ne; Tg en

f(di,e;) = fa,(e;) T fa,(em) = f(di,em) = fe,, (di) C fe, (dn) = f(dn,em)

fdf,; fem
monotona monotona
= U, U; f(di,e;) Q

= Ui f(dr,er)  perlo switch lemma (applicabile?)




Alcune funzioni importanti



Apply

(D,Cp) apply D%E] xD— FE
CPO
(E7 ;E) appl?J(f? ) - f(d)

TH. apply €' monotona

(provatelo)
TH. apply e’ continua

prova. da un teorema precedente, dimostriamo la continuita
su ogni parametro separatamente apply ; apply,

1.perognif € [D — E] apply; = \d. f(d) e’ continua

2. perognid € D apply, = \f. f(d) e’ continua



1.perogni f ¢ |[D — E| apply; = \d. f(d) e'continua

prendiamo f € [D — E]eunacatena {di}ien inD

vogliamo provare apply ¢ (u drz) = Ll apply ¢ (d;)

apply ¢(Lid;) = apply(f,Uid;)
= f(Uid;)
= Ui f(d;)
= U;apply(f,di)

= Uiapply ¢(d;)

(

per def di apply ;
per def di apply
per continuita’ di f

per def di apply

per def di apply ¢



2.perogni de D apply

prendiamod € D una catena {f;}

vogliamo provare apply, (L
apply 4(Ui fi) = apply (Ui fi, d)
= (Ui fi)(d)
= U; fi(d)

= U apply(f;, d)

= U;apply 4( fi)

= \f. f(d) e'continua
cN N [D — E]

fz’) = J apply 4(fi)

1

per def di apply

per def di apply
per def di lub di funzioni
per def di apply

per def di apply,



Apply: recap

apply : |D — Elx D — FE
apply(f,d) = f(d)

apply € [|[D — E| x D — FE|



Fix
fir : |D — D] — D
fix 2Xf. | | f*(Lp)

neN

(D, :D) CPOJ_

TH. fiz e’ monotona
(provatelo)

TH. fiz e’ continua

prova. fix = Xf. | | f"(Lp) = || Af f"(Lp)

neN neN
per def di lub sui domini funzionali

proviamo che Vn. \f. f"(Lp) €’ continua
(per induzione matematica su n )

allora fix sara’ continua perche’ lub di funzioni continue



(continua) Vn. Af. f"(Lp)

caso base: Mf. f’(Lp) =\f. Lp
e’ una funzione costante (continua)
caso induttivo: assumiamo ¢ = \f. f"(Lp) continua
vogliamo provare h £ \f. f**!(1Lp) e' continua
prendiamo {/i}ienin [D — D]

vogliamo provare & (u fi) = | | (i)

1N €N



(continua) Vn. Af. f"(Llp) iij} (;Z%D <|_|f> |_|h(f@-)

h(Uifi) = (Wifi)" " (Lp) per def di i
= (U; f5)((Uefi)"(Lp)) per defdi(-)" "
= (U f5)(g(Uifi)) per def dig
= (U, f;)(Wig(fi)) per ip.ind. (g continua)
= (U fi)(Wif"(Lp))  perdefdig

= U, fi (Ui f"(Lp)) per def di lub nel CPO funzionale
= U; U fi(f'(Lp)) per continuita’di f;

= Up fx(fL(Lp)) per switch lemma

= U fr 1 (Lp) per def di(-)" "

= Urh(fx) per def di h



Fix: recap

fir :|D— D] — D

Cp) CPO

fix 2Nf. || fM(Lp)

neN

fix € ||[D — D] — D]



Curry

(D7 ;D)
(E :E) CPO curry : (D x E — F)— (D - FE — F)
(F7: ) curry f d e = f(d,e)

TH. J continua = curry(f) continua

(provatelo)



Uncurry

(D Ep) uncurry : (D - F — F) — (D x E — F)
(F,CEg) CPO N
(F.Cp) uncurry f (d,e) = f d e
, L F
TH. J/ continua — uncurry(f) continua

(provatelo)
TH. uncurry €’ l'inversa di curry

(provatelo)



Unione dngiLln?a (da consegnare)

D= (D,Ep)
&= (F,Cg)

CPO = D+&=(DWE, Cpyg )

DWE={(0,d)|decD}U{(l,e)|ecE}

come ordinare gli elementi?
c'e I'elemento bottom?

e un ordine completo?

.p:D—DWUE

_ : . . . p)
come definire ingezioni continue* vnE—DWE



