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Switch Lemma

&= (E,C) CPO

un insieme di elementi (non una catena) {€n.m }n meN
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Switch Lemma

&= (E,C) CPO

un insieme di elementi (non una catena) {€n.m }n.men

tali che En.m L En’.m’ se n < TL, Am < m/
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Switch Lemma

&= (E,C) CPO

un insieme di elementi (non una catena) 1€n,m fn,meN

tali che Enm & €nrm se n<n' Am<m
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eno ey eyl ey b
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etoberibepl - Ley b
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un insieme di elementi (non una catena)

tali ¢

Switch Lemma

eno Cent EeppE-or Eeym E
| 1] | || | || | ||
LI LI LI LI
exoeyr Leppl - Leypy
LI LJI LI LJI
etobe 1 Lepl - Leypl
LI LI LI LI
e0o0 = eo1 Eep L --- ey C

&

(£,E) CPO

{en,m}n,mEN

/ /
1€ En.m = En’/ m/ se n<n Am<m

fissato 7 1’insieme {€n,m}mEN

forma una catena (una riga nella figura)
che ha un Iub ( £ ¢’ un CPO)

L enm

meN



Swn’rch Lemma

= (F,E) CPO

un 1nsieme di elementi(non una catena) {€n.m }n.meN
tal1 che

LT L1 LT

eno ey el

7 = T

LJI LI LI

e oL ey Leppl - L

LJI LI LI

etoLe 1 Lepl - L

LJI LI LJI

eoo L ep1 Eep Lo L

En.m

meN

/
Cenm sen<<nAm<m

fissato 7 1’insieme {Gn,m}meN

forma una catena (una riga nella figura)

che haun lub (5 ¢ un CPO)

L enm

meN
formiamo la catena d1 tutt1 lub delle righe

L enm

mEN TLEN



SwnTch Lemma

= (F,E) CPO

un insieme di elementl (non una catena) 1€n,m fn,meN

tal1 che Enm = €n/.m’ S€ n < TL/ Am < m’

fissato m 1’insieme {€n,m}neN

L enm

I e forma una catena (una colonna nella figura)
I_I.I I_I:I I_I:I I_I:I i 2
en0 C mr vy = ooe e b che haun lub ( £ ¢’ un CPO)
LI LI LI LI

A u En.m
LI || ||
ecol ey Lepl - [ neN
LI || ||
etoe Lepl - I
LI || ||

eoo L ep1 Eep Lo I




SwnTch Lemma

(E,E) CPO

un insieme di elementi (non una catena) {€n,m }n,meN

tali che en,mzen,m SC TL<TL /\m<m

[ eno [ Jens | ] ens

neN neN neN

LI LI LI

€n,0 L €n,1 L €n,2 C cos
LI LI LI
LI LI LI

e oL ey Leppl -

LJI LI LI

etoL e Lepl -

LJI LI LJI

eoo L e Eegp L -

fissato 1 1’insieme {€n,m}neN

L enm

=~ forma una catena (una colonna nella figura)
v e quindi ha lub ( E ¢’ un CPO)
Eeun |

z LI g

LI
d ek - neN

LI
Len formiamo la catena di tutti lub delle colonne

| enm

TLEN meN



SwnTch Lemma

(E,C) CPO

un insieme di elementi (non una catena) {€n,m }n,meN

en,mzen,m SC n<n/\m<m

gl1 element1 diagonali {€k,kfren
| e formano un catena

che ha lub (£ ¢ un CPO)

| e

keN

LI LI LI
€n,0 L €n,1 L €n,2 L oo
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Switch Lemma

&= (KE,E) CPO

un insieme di elementi (non una catena) {€n.m fn,meN

LI LI LI

€n,0 L €n,1 L €n,2 C---
L LI LI
] L L
exo ey Eepp -
] L L
etobe i bep -
] L LI

e0o0 L eo1 Legp & -
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Cepm E -
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Cexmb -
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Ceimb -
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L eom & -

/ /
Enm =C€n'm’ Se n<n Am<<m

{en,m}n,mEN

proviamo che
tutti questi insiemi hanno u En.m
gl1 stessi u.b. meN nEN
e quindi lo stesso lub
LI En.m

I_l I_l Cn,m — |_| €Lk = I_I |_| €n,m neN

neNmeN keN meN neN mEN

{Gk,k}kEN



(| ) {en.minmen haglistessi ub.di  {€n}nen

dove

LI LI LI LI LI

€n,0 L €n,1 L €n,2 L oooo L €n,m L.---L e = UmeN €n,m
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" {en,m}n,mEN stesso u.b. di {en}nEN
|

dove €, = - €n,m
meN

1. prendiamo un u.b. e di 1€n,m fn,meN

vogliamo provare che questo € un u.b. per {€n}neN

¢ prendiamo un indice di riga n
O u o o proviamo ¢, L e
€n,0 L €n,1 L €n,2 L oooo L €n,m L.---L e = UmeN €n,m
o ur U o Hl 1€n,m fmeN € {€n,m }n,meN

. . . . . una riga la matrice
0 ou U o o . |
e20C e Cepp - CeypnC - Cey=Llpenezn € € UN u.b. d|{€n,m}MEN
L] L] L] LI LI .
eloCe1CenC - CeppC - Cep = peneim €En — Ll En.m € Un lub
e U Ul L L mEN

eo0 E et Eepa E-- Eepml - Eeo =[lpeneom percio’ e e
o




(i) 1€n,mfn,meN  stesso u.b. di 1€n fneN

dove e, = - En,m
meN
2. prendiamo un u.b. e di {e,}nen
vogliamo provare che questo & un u.b. per {en.m }n.men

€ prendiamo indici n, m
O ouw U ol ol proviamo ée,m L€
€n,0 L €n,1 L €n,2 L oo L €n,m L..-L e = UmeN €n,m _ _
U U L L En.m ‘ En.m = €n C €
b z z \  meN
e u L L
n elemen
e20 Cex1 TepgC - Cenp oo CReg=N[PeNEIm un © e. ento
N o o dellariga .
eloCel1CelnC - CeamT - C et = heneim Il lub
L | | LI LI LI d| que”a nga

eoo Cep1 Eerl - Eexpl - Ceg=|],eneom



(ii

{Gn,m}n,mEN

stesso u.b. di

la prova e analoga alla precedente

(ragioniamo per colonne, non per righe)

Leno [Jena[ena [ enm
neN neN neN neN

LI LI LI LI
€n,0 L €n,1 L €n,2 L oooo L €n,m L
LI LI LI LI
LI LI LI LI
ecobexg Leppl - Lepy b
LI LI LI LI
etoLerrbepl - Ley b
LI LI LI LI
eoo e Leorl - eyl

L enn

neN

meN



| | |) {€n.m}nmeN stesso u.b. di {er k fren

1.  prendiamo un u.b. e di {e, m}n.men

vogliamo provare che questo € un u.b. per {€k.k feN

) ma questo e’ immediato, perche’
| | | L
eno e Loeyol - Lyl {ekz,k}keN g {en,m}n,meN
I I [ | Ll _ ) |

la diagonale I'intera matrice

| B | L
€2.0 L €21 L €22 C.--Ce,,C---
[ T Ll
€1,0 L €1,1 L €12 C.--Ce,,C---
[ T | Ll
eo0 L eo1 Lepp L --- Lepl .-



“,) {en.mInmen  stessou.b.di  {€rk}ren

2. prendiamounu.b.e di {€rkJren
vogliamo provare che questo e un u.b. per {e; m }n.men

€ : . . .
prendiamo gli indici n, m

N ] ol proviamo €nm L e
en,OEen,IEen,ZE"'Een,mg'” .
O W N sia k = max{n,m}
5 5 . . 6 : 6 : 6
LI LI LI L] n,m —= Ck,k =
exolex1 el - eyl - /
I IR R . LI n<kAm<k
etobet el - Lepy Lo
I . LI

€00 Ceot Cega T Ceam - e @unu.b.di {exx}tren



Switch Lemma: recap

{en,m}n,mGN

. / /
En,m = En' m/ If n<n Am<m

stesso insieme di upper bounds di

{ Ll en,m} {ek,k}keN {u €n,m}
meN neN neN meN

L L enm = [ewr = [ [ enm

neNmeN keN meNneN




Domini funzionall



Spazio delle funzioni

D= (D,Ep)
&= (Ev:E)

CPO, = D—=€&=(|D—E], Cipop )

D—-E={f| f:D—=E}
D+ E={f| f:D—E, fcontinuous }

come ordiniamo le funzioni?

fCipsg g iff VdeD. f(d) Cg g(d)



Esempio

f ;[D—>E] g sse VdeD. f(d) .y g(d)
fvg : ZJ_ — ZJ_

.,

A — 1 x dispari
20 C £

f(x) fEzi—219 g(x) { 0 otherwise

Q
f(1)=0 ¥z, 1=g(1)

le funzioni totali in Z_ non sono comparabili

(a meno che non siano uguali)

ogni funzione totale &€ massimain %4, — Z,



fa) 24

~
IR

1
1z,

Esempio

1 x dispari
0 otherwise

p—pE) g sse VdeD. f(d) Eg g(d)
f7 g - ZJ_ — ZJ_
x dispari N
otherwise 9(2) {

7

f ;[ZJ_—>ZJ_] g

@



Esempio

fEipse g sse VdeD. f(d) Eg g(d)

f, g: ZJ_ — ZJ_
A [ 1 x dispari A 0 T parl
fz) = { 1z, otherwise 9(@) = <\ Lz, otherwise
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f

!
1y

1

Esempio

sse Vd € D. f(d) Cg g(d)

[D—E] 9
f7 g . ZJ_ — ZJ_
< r <<
1 <z < 10 g(a:‘)
otherwise

7
f ;[ZJ_—>ZJ_] g

<

r

\

!
1y

1

1 <x <15
otherwise



Esempio
pE) g sse VdeD. f(d) Eg g(d)
f,gZZJ_XZJ_%ZJ_

s [ zxy wy#ly, s [ (@xy)® zy#lz,
fz,y) = { 1y, otherwise 9(z,y) = { 1y, otherwise
?

~
I ]

/ =7, x7,—=7,]9

Q



Esempio

p—r) g sse VdeD. f(d) Cg g(d)

—
]

f?g:ZJ_XZJ_%ZJ_

rxy z,y# 1y
X * X, il +
flz,y) = { y Y7Lz, g(z,y) = ¢ 0 r=1z,

1 otherwise .
L , 1z, otherwise

J Bz, xz,—72,19

si (come funzioni)

ma g e’ continua?
g(L,1)=0 g(1,1) =1

non €’ neanche monotona!



Esempio

fCipsm g sse VdeD. f(d) Cg g(d)

fhc]:ZJ_%ZJ_XZJ-

7

Z, =7, XZ,] Y g(.CE) - (x’x)

<

(J—ZJ_7£B) f




Esempio

fCipsm g sse VdeD. f(d) Cg g(d)

f?g:ZJ_%ZJ_XZJ_

7

(Lz,,) / (7, =7, x7,] 9 g(x) = (z, Lz, )

Q

f(()) — (J—Z¢7O) ZZJ_ X7 (07 J—ZJ_) — g(())




CPO Funznonall

D& =(D—=E], Cipop )

e’ un ordinamento parziale?

riflessivita, antisimmetria, transitivita di Eip— g

seguono immediatamente da quellidi C gz

c’e’ un elemento bottom?

sia J—[D—>E] = Ad. LEg
prendiamo una funzione f € |[D — E]

prendiamo d € D abbiamoche Lip—g d=1lg g f(d)



CPO Funznonall (con )

D= €& =(|D—E], Cipog )

e completo?

prima mostriamo che qualsiasi catena di funzioni
monotone (non necessariamente continue)
haunlimitein D - E

poi dimostreremo che il limite in D — E di una
qualsiasi catena di funzioni continue € anche
continuo



CPO Funzionali (con.)

D 5 una catena di funzioni monotone
{fn — E}rnen
(non necessariamente continue)

proviamo che il suolub e’ r 2 \d. | | f.(d)
neN
cioe’ h(d) £ | | fu(d)
neN

Come lo dimostriamo? Dimostrando che la funzione A

1. e un limite superiore della catena
2. € minore o uguale di ogni altro upper bound



CPO Funzionali (con.)

prendiamo una catena (monotone ma non
{fn D — E}nEN necessariamente continue)

1. h£Xd. | | fu(d) e un upper bound della catena

neN

prendiamo qgls n € N

perogni d € D fn(d) Eg Ll fn(d) = h(d

neN

percio’ Jn EDSE A



CPO Funzionali (con.)

prendiamo una catena (funzioni non necessariamente
{fn D — E}nEN

continue)

2. h £ Xd. | | fu(d) &il minimo tra tutti gli upper bound

neN

prendiamo ¢g taleche Vn. j, EpoEeg

vogliamo provare h Ep_E g

prendiamo d € D vn. fn(d) Eg g(d)
quindi 9(d) & un u.b. di{fn(d)}nen

e percio’  h(d) = | | fu(d) Cg g(d)

neN




CPO Funzionali (con.)

TH.
prendiamo una catenat fr, : D — E},en di funzioni continue
allora h= M. | | fu(d) & continua
neN
prova. sia {d;};cy unacatenainD
proviamo & ( | |di | =| | h(d;)
iEN ieN

h (U dz-) = | | fn (U di) per def di h

1€N neN 1€N

= | || | fa(ds) per continuita’ di f»

neN &N

| |fn(dz’) ser switchifemma.(applicabile?)

1N neN

= u h(d;) per def di h

€N




CPO Funzionali (con )

se n<mAi<jalora f.(d)Cg fm(d;) 2 &
4

fn ;[D—>E] fm N\ di L dj fn(dz) L g fn(dj) ;lE fm(dj)
fn

monotona J» Eip>E) Jm

— fn(dz)
l2££ﬁi ‘ep

| ‘fn(di) per switch lemma (applicabile?)
1eENneN




CPO Funzlonall (con.)

TH. D~ €& =(|D—E], Eipsr ) € completo

prova. prendiamo una catena {fn : [D — E]}nen

h = \d. |_| frn(d) éun lubinD — E
neN e continuo h€|D — FE|

dal momentoche (D — E]C D — E

h €il lubin [D — E|



CPO Funzlonall (con )

D—& =(|D— E|

fCipoe g iff VdeD. f(d) Cg g(d)

Lipsm =M. Lg

|| a2 Ade | ] fuld)

neN neN

felD—FEl,ge|lF—-F| = gofel|D—F]
la composizioni di funzioni continue € continua



