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Congistenza e congruenza-6.3



Equivalenza operazionale



Equivalenza operazionale

ay ~op a2 sse Vo,n.((a1,0) =+ n& (az,0) = n)
b1 ~op b, sse \V/O',U. ( <b1,0’> — UV <=~ <bQ,O’> %U)

c1 ~op 2 sse Vo,0'. ((c1,0) = 0’ & (co,0) = 0" )

terminazione and determinismo non hanno importanza:
’equivalenza operazionale e’ sempre ben definita



Congruenza

ay ~op @2 sse Vo,n.( (a1,0) = n & (az,0) = n)

prendiamo un gls contesto A[] p.e. 2 x (-] +5)

e’veroche a1 ~op a2 = Alai| ~op Alag| ?

OVVero: possiamo rimpiazzare una sottoespressione
con una equivalente senza cambiare il risultato?



Contesti

guali sono i contesti possibili per le espressioni aritmetiche?

45
2 % ([-] +5)
2 % (-] +5) <50
(2x ([[]+5)<30) ANz =y
r:=2 X ([-]+5)
while z < 100 do x := 2 x ([-] + 5)



Contesti

guali sono i contesti possibili per le espressioni aritmetiche?

Al = 1)
' opa Cl-] == x:=Al
Allope  CH] s b
c; C[]
if B|-| then c else ¢
B[] == A[]cmpa if b then C|-] else c
a cmp A[] if b then c else C|']
~BJ] while B|-| do c
IB%H bop b while b do CH
b bop B/




Proof obligation

dobbiamo trattare molte proof obligation:
Va,a1,as. (a1 ~op G2 = a1 Op G ~op A2 OP a )
Va,a1,as. (a1 ~op G2 = @ Op G1 ~op G OP A2 )

Va,ai,as. (a1 ~op @2 = a cmMp aj ~op @ CMP ay )

Va,a1,as. (a1 ~op G2 = a1 CMp a ~qp G2 CMP a )

Vx,a1,as. (a1 ~op G2 = X :=a1 ~op T =02 )

la stessa cosa per espressioni booleane e comandi



Equivalenza denotazionale



Equivalenza denotazionale

A1 ~den A2 SSE€ All&l]] — AI[GQ]]

bl ~den bz SSE Bllbl]] — Bﬂbzﬂ

c1 ~den C2 Sse Clci] = Cles]

(due funzioni sono la stessa se
coincidono su tutti gli argomenti)



Principio di Composizionalita
A1 ~Yden A2 SSE A|[a1]] — Aﬂagﬂ
prendiamo un gls contesto A[]
e’vero che @1 ~den a2 = Ala1] ~den Alaz]?

Sl, e garantito dal principio di composizionalita’
della semantica denotazionale:

Il significato di un'espressione composta e unicamente
determinato dal significato dei suoi costituenti



Consistenza

se garantiamo la coerenza tra

la semantica operazionale e

la semantica denotazionale

allora la proprieta di congruenza e garantita
anche per la semantica operazionale

?
Vayi,as. ((a ~op A2 <7 A1 ~den G2 )

Vb1, ba. ( by ~op ba <5 b1 ~den b2 )

?
Ver,co. (€ ~op C2 < C1 ~den C2 )



Consistenza: espressioni

VacAexpVo e€X. (a,0) — o a] o

Pla)E Vo cX. (a,6) = o [d]o

per induzione strutturale

VbeBexp Vo c X. (b,0) — A[b] o

Pb)E Vo cX. (bo) = Blb]o

per induzione strutturale



Consistenza: comandi

Ve e Com.Vo,0' €X. (c,0) >0 & E|c]Jo=0o

possiamo scriverlo come
Ve € Com.VoeX. (c,0)—>%|c]|o ?

no, non c’e’ una formula del tipo
(c,0) = L



Consistenza: comandi

Ve e Com.Vo,0' €X. (c,0) >0 & E|c]Jo=0o

Ve € Com.Vo,0' € X.

Correttezza
7y def s perinduzione
P((c,0) > 0)=7C[c]o=0 sulle regole
Ve € Com.
Completezza
P()¥Vo,6'cX. €[loc=0 = (c,0)—=0c

per induzione strutturale



Correttezza

Ve € Com, Vo,0' € X

P((c,0) = 6" ) L €[c]o =0

per induzione sulle regole



(skip,0) — ©

Vogliamo provare

P((skip,o0) — o) e [skip]o =o0©

Ovviamente la preposizione €’ vera per definizione della semantica
denotazionale



N.B. Possiamo assumere solo che la
semantica operazionale delle
espressioni aritmetiche mi dia m: non
abbiamo nessuna ipotesi induttiva

sulle espressioni aritmetiche! <x = d, G> — O [m/x]

N

Assumiamo (a,0) —+m e quindi o |a]| 6 =m per equivalenza della

(a,0) — m

semantica operazionale e denotazionale delle espressioni aritmetiche.
Vogliamo provare che

P((x:=a,6) > o[/ ) L €x:=d]oc =c["/]

Per definizione della semantica denotazionale abbiamo che

¢ [x:=ao=o["1°/]=0["/]



Assumiamo

/!

]
Q

/! /

N
]
Q

Vogliamo provare
P((coic1,0) — 6') & €[coici] o = o
Per la definizione di semantica denotazionale e per ipotesi induttiva
€ [co;ci]]o =€ [c1]" (€ o] o) =€ [c1]| 6" =€ [c1] 0" = o

Notare che I'operatore di lifting puo’ essere rimosso perche’ ¢” # |



(b,0) — true {cg,0) — 0’

(if b then ¢ else ¢|,0) — o'
Assumiamo
° <[97 cy> —s true epercio @A ﬂb]] o = true per la corrispondenza
tra semantica denotazionale e operazionale per le espressioni booleane

e P({cy,0)— 0’) déf%[[co]] c=0'

vogliamo provare

P({if b then ¢y else c;,0) — ¢’) déf%[[if b then ¢ else c|]| o = ¢

infatti abbiamo

Cg[[if b then c( else Cl]]G = 35’[[[9]]6 — Cg[[CQ]] G,Cg[[cl]]G
= true — 6',% [c1] o
— G/



Ib,! "# false

lwhile bdoc,! "# |

Assumiamo Iéb,! "# false e percio’ & Ib"'! = false

Vogliamo provare

def

P(while bdo c,! "# ! )%'Clwhile b do c'! =

Per la proprieta’ della semantica denotazionale

C 'while b do c"!

B !'b"! # Clwhile bdoc"™C!c"!),!
false# C!while b do c"”(C!c"!),!
|



b1 "# true lIc!"# 1% "whilebdoc! $$# 183
Iwhile bdoc,! "# 1%

Assumiamo
¥ Ib! "# true epercioc & !b"! = true
¥ P(c!"# ! $§%cCict =18
¥ P(lwhile bdoc,! $# | $ €' Ciwhile bdoc'! $%= 18

)

Vogliamo provare

P(lwhile bdoc!"# ! $ Lciwhile bdoc't =18

C!while bdoc'! =B !b"! | Clwhile bdoc" (C'c'!),!
= true! C!while b doc" ! #
= Clwhile bdoc" ! #

= C !while b do ¢! ##
!#

L’operatore di lifting puo’ essere rimosso ihé& %.



Completezza

lc" Com

P(c) o

Vo,0'€X. €[c]Jo=06" = (c,0)—=0

per induzione strutturale



Vogliamo provare P(SKIp) Ehritc Iskip"! =1 7( )skip,! *! |7
Assumiamo C!skip"! =17
Allora ! =1

per la regola (skip) Yskip, 1 *1 | = 1"



Proviamo P(x:=a) ¥ 1 1#Cix:=a't = 1% )x:=al*l 1#

Assumiamo Cl!x:=a"l =17
Allora  hate ! [A '8 /]
Per consistenza delle espressioni J&! *! A !a"!

Per laregola (asgn) )x:= a1 *1 1A 1=1"



def

| P(cg) = '! ,1 #Clcy"! =1 % )cg,! *1 | #
ASSUMIAMOL, def. | ##y # o yom # 1 #( Yoy ! #1 1 #
Vogliamo provare P(co;cy) T 1 Clegie!l = 1#( Yegieg, ! ¥ 1
Assumiamo Clcg:c"! =17

AbblamO CIC(),C]_"I — C!Cl"! (CIC()Hl ): | "# $

percio’ Clcg"! =!"  perqualche! "# $
e Clc"! =1
per ipotesi induttiva 0%p,! & ! %y,! & !

Per la regola (seq) o;c1,! & !



| P( )d:( 1 Cleg"l =17) %! & !
ASSUMIMO oy def iy 1" Gt =17y 961 & 1
proviamo  P(if b then ¢ elsec;) ©T1 1" Clif b then ¢ elsecy"! =1

) % bthency elsecy,! & !
Assumiamo €elif b then ¢y elsecy"! =1
abbiamo C!lif b then ¢y elsecy"! =B !'b"! ' Clgy"! ,Clc"! =1

e B!b'! =false o B Ib"! = true
se B Ib"! = false C!lif b then cg elsec"! = Clc"! =]
3,! &' false per ipotesi induttiva 061,! & |

Per la regola (ifff) o6 b then cy elsecy,! & !

se B !b"'! = true C!lif b then ¢y elsec;"! = Clgg"! =1
Ib,! " # true per ipotesi induttiva 06,! & |
Per la regola (iftt) % b then cq elsecy,! & !



Assumiamo P E'(r 1" Ccict =1y o1& 1"

Dimostriamo P(while b do ¢) £'11 1", CIwhile bdoc'! =1

# $while bdoc,! %& !
abbiamo ¢ 1while b do ¢l = bx"pal = (!

C'!whilebdoc'! =! # $wvhilebdoc! %& !

sse rN"pe( ! =1 # $whilebdoc! %& !
sse *n' N.("J.() =1 # $whilebdoc,! 9%& !
sse In" N. "JL(!=!# $whilebdoc,! % !
definiamo A(N) 11,1 " (1 =1"# $while bdoc,! %& !

proviamo it n' N.A(n) perinduzione matematica



def

Assumiamo P =(!,! .Clc'! =1") %! & !
proviamo tn' N.A(n) =11, 1" "0 ( 1 =1"# $vhilebdoc,! %& !
A0) & 11 1" 01 =1 "4 gwhilebdoc,! %& !
"b(,)c(! :(! :(
lapremessa " %(! =!"e'falsa ! = (

A(0) e’ vero



def

Assumiamo P(c)=(!,! .Clc'l =1") %!& !
proviamo tn' N.A(ME 11171 =1"# $whilebdoc,! %& !
assumiamo A(n) 11,17 (1 =1 "# $while bdoc,! %& !
proviamo  A(n+ 1) = def N n+1( | =1 # $whilebdoc,! 9%& !
assumiamo e n+1( = "bc bc( 1= (
by def B !b'! & "M T(Clet)l =t per la regola (whff)
if B Ib'! = false 9,! &' false I =1 $whilebdoc,! % !

if BIb"! =true ib!"# tue " $ HClc'l)=18# $

"..an Ty 8& | 8 percio’ C!C" = | & . per qualche ! # D
“While b do ¢! &&# 1 & he,! " # 1 &

per la regola(whtt)
iwhile bdoc,! "# !¢



Considerazioni finali

Comandi
Semantica operazionale Big-step Semantica denotazionale

Terminazione €3
(funzioni parziali)
Determinismo @

Equivalenza operazionale Equivalenza denotazionale

e’ una congruenza
Consistenza

(correttezza+ completezza)

Eauivalenza ooerazionale = Equivalenza denotazionale
SONO congruenze

induzione ben fondata teorema di punto fisso di Kleene



