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Operatore delle conseguenze immediate- 5.3



Riassunto



Teorema di Kleene
p = f(p)

una definizione ricorsiva
esiste untale p ?

esiste un P minimo?

se f:D — D continua D OPCy

allora p= | | /"(Lp)

neN

scritto anche fiz(f)



Il nostro problema

Cl-]:Com —>M—MuU{L}

. o if =B[b]o
C[while b do cJo = { C[while b do ¢](C[c]o) otherwise

P f(p)



Funzione 91 di McCarThy

f=Mf (Pf(N,N), C 1l =g OPC,

n — 10 se n > 100
M fn=< f(f(ln+11)) sen<100e f(n+11) |
1 altrimenti

M monotona? f :g:?>M(f) C M(g)

M continua? M (u f@) i:uM(fi)



Funzione 91 di McCarthy

([ n—10 se n > 100
M fn=<{ f(f(n+11)) sen<100e f(n+11)] M monotona? Q
| 1 altrimenti

assumiamo f C g e proviamo M (f) C M(g)

orendiamo (n,m) € M(f) proviamo (n,m) € M(g)
se 1> 100 m=n—10 e (n,n—10) € M(g)
se 1 < 100 m = f(f(n+11))

quindi k. {(n+11,k),(k,m)} € f Cg
e (n,m) c M(g)



Funzione 91 di McCarthy

( n— 10 se n > 100 M continua? Q
M fn=< f(f(n+11)) sen<100e f(n+11) ]

| L altrimenti Y (|— fz) i —|M(fz)

consideriamo f = I_Ifi ’ '
i

prendiamo (n,m) € M(f) proviamo (na m) = |_| M(f@)

se n>100 m=mn—10 (n,n—10) € M(f1) C| |M(f:)
se n <100 m= f(f(n+11)) :
quindi Jk. {(TL + 11, k), (k:,m)} cf

quindi :j17j2- (n—l— 11,k) < fj17 (kam) = fj2
A

prendiamo ] = max{j1,j2} {(n + 11, k)a (k,m)} = fj
o (n,m) € M(f;) € JM(£)




Funzione 91 di McCar'Thy

f=Mf (Pf(N,N), 1 =0 OPC,

n — 10 se n > 100
M fn= { f(f(n+11)) sen<100e f(n+11) |
1 altrimenti

{(n+11,k), (k,m)} €
M°(2) =@
MY (@) = {(n,n —10) | n > 100} = {(101,91), (102,92), ..., (111,101), ..}
MQ(Q) {(100,91), (101,91), (102,92), ..., (110, 100), ...}

MS(@) — {(99, 91), (100,91), (101,91), (102,92), ...}

MY (@) = {(91 91), (92,91),...,(101,91), (102,92), ...}

M= (2 )_{(80 91), (81,91),...,(101,91), (102, 92), ...}
M*% (& )_ {(0,91),(1,91),...,(101,91), (102, 92), ...}

raggiunto punto fisso! funzione totale



Visione alternativa

n — 10 se n > 100
M fn=< f(f(n+11)) sen<100e f(n+11) |
1 altrimenti
formula: (n,m) € f
o solo (n, m) per brevita
(n+11,k) (k,m)

L > 100 <100
M (n,n—10) " | (n, m) "=

f(n) =m & (n,m) € Ig,,
(insieme di teoremi in )



Operatore delle Conseguenze Immediate
(OCI)



Operatore delle Conseguenze

immediate
F' un insieme di formule (p(F), <) CPO, Operatore
R un sistema logico B p(F) = p(F)  Cpreedienes
R(s) 2 {y|32 St € R w20} S}

R applica le regole aifatti in S in tutti i modi possibili

AN

R(S) :tutte le conclusioni che possiamo trarre in un passo
dalle ipotesi in S

dimostriamo che il minimo punto fisso di R e’ IR
(insieme dei teoremi di R)



Esempio

Stringhe con parentesi bilanciate F ={se L|se {(,)}"}
( selL s1€L speLl

R=Vccs ®el’  ssmel |

\ /

S =10
R(S)={ex L)}




Esempio
Stringhe con parentesi bilanciate  — (sel|se{(,)})
( sclL s1€L sgel

R =
\ecl’ (5)el’' sismel |

\ J

S={ecLl}

S

R(S)=%fce L, ()eLl}




Esempio
Stringhe con parentesi bilanciate F ={se L|sec{(,)}"}

B sel s1€Ll spel ]
leel’ (s)eLl’ $189 € L

S=10¢€eLl}

¢

S

R(S)=wec L, ())eLl, ))eLl}




Esempio

Stringhe con parentesi bilanciate F ={se L|se {(,)}"}

B sel s1€Ll spel ]
leel’ (s)eLl’ $189 € L

S=1)€L}

¢

S

R(S) = L, ()0 e€L,))(cL}]




Esempio

Stringhe con parentesi bilanciate F ={se L|se {(,)}"}

B sel s1€Ll spel ]
leel’ (s)eLl’ $189 € L

S={i)NeLl,(eLl}
RS)=pcecrL, (0L, (DeL,)0EL,NOEL, O)eL}

¢







Esercizio

Pf(N, N) F=A{(n,m)|n,meN}
B (n,h) (n+1,k)
R_{(O,O)’ (1,1) ° (n+2,h+ k) >

S=121)}
R(S) = 7 (0,0), (1,1)}




Esercizio

Pf(N, N) F=A{(n,m)|n,meN}
B (n,h) (n+1,k)
R_{(O,O)’ (1,1) ° (n+2,h+ k) >




OCI e monotono

TH. R e’ monotono

prova. Prendiamo 5; C 5
vogliamo provare R(S;) C R(S5)

prendiamo y € R(S1) vogliamo provare y € R(S5)

)
3:1’:1 e O c R con {Z1,..,Tn} €51
7 J 51C5;
{561,...,Zl?n} g SQ
)

y € R(S5)



OCI e continuo

TH. ﬁ iS COntinuo (sotto alcune ipotesi)

prova. Prendiamo {S;}iey Unacatena in o(F')

Vogliamo provare U R(S)) =R (U Si)

1eN €N

U R(S;) CR (U Sf,;) perche’ R e’ monotona



OCTI e’ continuo (con.)
Uf{(Si)D}A%(U Si>

€N €N
Prendiamo

y e R (U 57;) vogliamo provare y € U R(S;)

u 1EN 1€N
E|:E1 - c R con {5131, ,an} C U S@

Y 1N
percio’ Vj € [1,n]. 3k; € N. x; € S, Pedam L — max{ky, ..., k, }
chiaramente {z; . ..., z,,} C Sy possibile sse ogni regola

ha un numero finito di

quindi y € R(Sk) C g R(S;) premesse

1€N



Teoremi dimostrabili

Ir l'insieme di teoremi dimostrabili in R

Iz teoremi dimostrabili con una derivazione di altezza al max n

Ip=|J I

dove neN
0

= 1L U R(IR)

|

dimostrabili usando un passo in piu’

teoremi dimostrabili con una derivazione di altezza al max n



Teoremi di altezza n

TH. Sia P(n) £ I = R"(0) Vn € N. P(n)
prova. per induzione matematica
P(0) £ 1% = R°(0) 1% =0 = R°(0)

prendiamo un generlco n_
vn €N. P(n) = P(n+1) assumiamo P(n) = I = R™ (D)

vogliamo provare P(n +1) £ 1%+t = RnH1(()
It = IR U R(I7) per def
— R™(P) U R(R™(0)) per ipotesi induttiva
(P) U R"TL(9) per def
L) perche’  R" () C R"+' (1)

|
) )
S



Punto fisso di OCI

TH. ﬁiIZ(R) — IR (sotto alcune ipotesi) Ogni rego|a deve avere
un numero finito di
prova. premesse

N

per il th. di punto fisso di Kleene sappiamo che fix(R) esiste
fir(R) = | ] R™(0) per def.
neN

= | J I perilrisultato precedente
neN

= Ip per def

25



Esempio
Stringhe con parentesi bilanciate F ={se L|se {(,)}"}
( se€ L s1 €L s, €Ll )

) NSV eel el  smsmel |
R°(0) =0

RY @) ={ec L}

R*0)={ececL, ()L}

RO)={ecL, ()L, ())el, 0L}
1%4(@):% ) eL, 00eL, (0)eL



Example

F=A{(n,m)|n,meN}

Pf(N, N)
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