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5.2 - Teorema di punto fisso di Kleene



funzioni parziali



Funzioni parziali
D=(A—B)=Pf(A,B)={f:A— B} funzioni parziali

fC g se f(a)e definita, g(a)e’ definitae g(a) = f(a)

ma g(a) puo’ essere definita quando f(a) non lo €’

se vediamo le funzioni parziali come relazioni

Wz, f(z)) | f(z) # L} € AxB

f C g significa essenzialmente f C g




Pf(N, N)
ro ={ )
n f(n)
S = (070>7
(2,1),
(4,2),
(6,3),
(2k, k),

Esempio

( n/2 sen pari

altrimenti



Esempio

[ n/2 sen pari
| 2-n altrimenti

(2K, k), (1 + 2k, 2 + 4k),
}



Esempio

Pf(N, N)
| n/2 sen pari | n/2 sen pari
g(n) = { 2.n altrimenti fn) = { 1 altrimenti
g=1 E07037 21,2§,
2,1),(3,6), _
(4.2),(5,10, [E9' @
(6,3),(7,14),  9Ef7 €

(2K, k), (1 + 2k, 2 + 4k),




guale funzione stiamo approssimando?



Pf(N, N)
{(0,0) ;£ {(0,0), C {(0,0), =
(1,1) } (1,1),
(2,2) }

guale funzione stiamo approssimando?



Esempio

Pf(N, N)
{(0,0)}C {(0,0), £ {(0,0), C{(0,0), C
(1,1) } (1,1), (1,1),
(2,2) } (2,2),
(3,3) }

guale funzione stiamo approssimando?



Esempio

Pf(N, N)
{(0,0)}E {(0,0), € {(0,0), £ {(0,0), C{(0,0), C
(1,1}  (1,1) (1,1), (1,1),
(2,2) } (2,2), (2,2),
(3,3) } (3,3),
(4,4) }

guale funzione stiamo approssimando?



Pf(N, N)
{(0,1)}E{(0,1), C{(0,1), C
(1,1) } (1,1),
(2,2) }

guale funzione stiamo approssimando?



Esempio

Pf(N, N)
{(0,1)}C {(0,1), £{(0,1), E{(0,1), C
(1,1) } (1,1), (1,1),
(2,2) } (2,2),
(3,6) }

guale funzione stiamo approssimando?



Esempio

Pf(N, N)
{(0,1)}C {(0,1), E{(0,1), C{(0,1), £{(0,1), C
(1,1) } (1,1), (1,1), (1,1),
(2,2) } (2,2), (2,2),
(3,6) } (3,6),
(4,24) )

guale funzione stiamo approssimando?



Proprieta’ funzionale

Pf(A,B)={f:A— B} funzioni parziali

Pf(A,B) = {f C Ax B |[Va € A¥by,by € B.(a,b1) € f A(a,b2) € f = by = by}

proprieta’ funzionale

f(a) L =3be€ B. (a,b) € f lafunzione f e’ definita sua

f

Cge (Vac A f(a)l = g(a) L Af(a) = g(a))

(Pf(A, B),C) & un OP con bottom

: la relazione vuota
’ ?
quale e’ Il bottom (la funzione sempre indefinita)

e completo?



E' Pf completo?

(Pf(A, B),C)
e completo?
Data una catena{f;}icn consideriamo | Jfi CAx B
iEN
vogliamo provare che | J fi € Pf(4, B)

iEN
cioe’che f = U /i soddisfa la proprieta’ funzionale
iEN
sappiamo che ogni [f; e’ funzionale
Vi € N.Va € A.Vbl,bg - B.(CL, bl) - fz N\ (CL,bQ) - f@ = b1 = by
dobbiamo provare f e’ funzionale
Va € A.Vbl,bg - B.(CL, bl) - f /N\ (a,bg) - f = b1 = by



in un disegno

s
eN

=

| & il limite (lub LI,
€N !



Pf e’completo

dobbiamo provare [ e’ funzionale
Va € A.\V/bl,bz - B.(CL, bl) - f /N\ (CL,bQ) - f = b = bg

prendiamo
CLEA,bl,bQEBta” che (a,bl)Ef/\(&,bQ)Ef

dobbiamo provare b; = b,
(a,b1) € f = | ) fi © 3k € N.(a,b1) € fi

iEN m = max{k, h}
(a,bg) cf= U f; < dh € N.(a,bz) c fn
iEN
Chiaramente
fr € fm fn C fm fm € funzionale

(a,b1) € fm (a,b2) € fm = b1 = b2



PENN) 0 ¢ (o1
C {0
C (0.1, (L1, 2,237
C 1(0,1),(1,1),(2,2),(3,6)}°%
C 10,1),(1,1),(2,2),(3,6), (4,24)}
| J i e’ (forse) la funzione fattoriale

1€N

nota: il limite di funzioni parziali puo essere una funzione totale



Funzioni

Tf(A,B) = (A — B) funzioni totali
Pf(A,B)=Tf(A,B.) B, 2Bw{l)

Cp, = ordine piatto

fCgeVace A fla) Ty, gla)

OP? immediato da controllare
bottom? fi(a) =L perogni acA

completo”? lo proveremo piu’ tardi
(come istanza di un risultato piu’ generale)

(L] fi)(@) = | ] fila)

ieN ‘&l (ordering piatto,esiste il limite)



Funzioni monotone



Funzioni monotone

(D,Cp) oP (E,CEg) OP f:D— E

f e monotona se Vdi,d2 € D. di Ep d2 = f(d1) Eg f(d2)

Monotona = preserva l'ordine

7

{d;};cn una catena D

— d;)}ien una catenain E
f monotona EACOME

Quando D = E diciamo f : D — D e’ una funzione su D



Monotonia

| |

una catena %2 - f(d2)
T .......................... T una catena
i T * f(di) (per monotonia)

__________________
——————
-
....
- ~a
————



Esempio

f(nN)=n+1

(NU {00}, <) = (NU {00}, <)
/( monotona .. i >\\
T |
........................ .




Esercizio

f(n)=2 an

(NU {00}, <) ()= (NU {00}, <)
//(<T monotona? & | D\\
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N o EmaE E E R e e o o o e s e m =
-----------------



Esercizio

f(n)= n/2

(NU {00}, <) ()= (NU{oo}, <)
/ monotona? & \\
i |
o 3
b T |
. 2
b T |
T — 1
e, y
O o 0



Eserauzlo

---------------------------------------------------

-----------
-----
-
---
-~
- -
-
......
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
~
-~
-
-
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~

~§
~
~§
~

~
.Q

-----
-----------------

~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
§~
~



Esercizio

f(n)=2
(N teoh =) e (NU {00}, <)
(1 )=3
/ <T monotona? & . D\\
G T 3
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Esercizio

-----
---------------
------------
----------------
''''''
- -~ - -
- - - -~
- - “~
Phe s
- hFS
~

D f:D! D D
fF(1)=f(0)=0
f(1) =1

" F(1)=0 "#1=f (1)



Composizione

TH. Ogni composizione di funzioni monotone e’ monotona

D,C
( _D) op J/: D — E monotona h=g!lf:D" F
(Esz) OP !
(F.1 ) OP g:E! F monotona monotona
y+ F

proof. vogliamo provare !X,y " D. X #p y$ h(x) #¢ h(y)
prendiamo X! p Yy
vogliamo provare  h(x) ! £ h(y)
alloraf (x) ! g f(y) perche’f e monotona
allora 9(f (x)) ! £ 9(f (y)) perche’y e monotona

hx)  h(y)



Funzioni continue



Funzioni continue

(D,Cp) oPCc (E,Cg) OPC f:D — E monotona

f e&continuase !'{di}iin.f d = f(d)
catena i1 N i1 N

limite In  limite In
D E

Continua = preserva il limite



Continuita

lub I_I d; T »f d u.b.
. i (per monotonia)

r(di) lub

T T
na f =« f(d2)
catena 4. T T una catena
1 * f(dy)  (per monotonia)

------------
_________
—————
- -
- -~
- -
-
L ]



Continuita

lub I_I d; =TT of d | |

iEN i1 N f(di)! g f | d
T _0ilN i1 N
ot (d) segue per
. monotonia

| (e OPC)

T T

do T *

- T f(?z)

___---------
———‘ TEma.
e -
‘ -
. -~ -
‘ N~
-~
L

___---------
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e -
‘ -
. -~ -
‘ -
-~
~



Con’rinuim

lub |_| dz --------------------------- of di
< i1 N
| =2
f(di)
11 N | ] |
. f(dl) | c f di
' i1 N .
T --------------- T continuita’
- T  f(da)
una T T

------------
---------
-----
] -
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S~
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---------
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-



Lemma

(D,! p) OPC
no catene infinite ¢ .n | g f
(E.1 ) OPC monotona continua
prendiamo
prova. unacatena {di}iin
{di}irne'finita ! k" N. d = d
—— 1IN
| |
{f(d)}iin € finita ! f(di)=1(dg)=1T d

11N 11 N



Esempio

f(nN)=n+1

(NU {o0}, <) = (NU {00}, <)

/77ij continua jjii\
LT T
......................... , 3




Esercizio

f(n)=2 an

(NU {0}, <) s (NU {00}, <)
/ continua? @& >\\
3
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N o EmaE E E R e e o o o e s e m =
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Esempio

f(n)= n/2

(NU {00}, <) ()= (NU{oo}, <)
/ continua? @& \\
i |
o 3
b T |
. 2
b T |
T — 1
T y
s e 0



(NU o0}, <)

----------
-
-~
~
~
~
~

Esempio

funzione monotona ma non continua

B O Ifx! N
| P= 1 fx=e
\\ d=2a o=
T _ 3 11 N
? f d =f( )=1

1IN
2
J f(di)=0
_________ | f(d)= 0=0



Composizione

TH. ogni composizione di funzioni continue e’ continua

(D,Ep) OPC
B : D — E continua h=g!f :D" F
(E,Cg) OPC / . | : .
g:E! F continua continua
(F.! £) OPC
prova. prendiamo una catena {di}ii N
vogliamo provare h d = h(d;)
Il N Il N
d = g f d =0 1:(di) = g(f (di ))
Il N Il N Il N i_! N
= h(dj)

11N



Teorema di punto fisso di Kleene



Applicazioni ripetute

f:D! D

fO(d) = d
f*(d) = f (f "(d))

N ¥ ¢
f'(d)= f(aaé (d)) aa)

f":D! D



Lemma

n
(D,!) PO, f :D! D monotona U ) e
e’ una catena

prova. abbiamo bisognodiprovare ! n " N. f"(#) $ f "1 (#)
per induzione matematica P(n)! f (1 )" f"" (1)

PO)! fo(1 )" f1(!) FOt)y=1" f1(1)

In®" N.P(n)# P(n+1) prendiamo un generico I

assumiamo P(n) ! £ (1 )" " (1)

vogliamo provare P(n+1) ! £ (1 )" £ (1)
(! )" fnl ()

L y= FENQ)) T FENTI( ) = £ ()



Verso il teo. di Kleene

quando(D,! ) e’un OPC,

U"(L)},en che sappiamo essere una catena deve
avere un limite

Attenzione :
{f"(d)}nr N

Non e’ necessariamente una catena! Es. Vn, f(n) = 5 e d=7

=17, A7) =5, fA(7) =5,...

Il teorema del punto fisso di Kleene afferma che
se f & continua, allora il limite della catena che parte

con L & il minimo punto fisso di f




Pre-punti fissi
(D,!')OP f:D! D monotona

punto fisso p! D F(p)=1p
pre-punto fisso P! D r(p)! p

ogni punto fisso e’ anche un pre-punto fisso



Teorema di Kleene

(D,! ) orc f :D! D continua

consideriamo  PX(f) ! fr ()
n! N

1. PX(f) e’un punto fisso di f

f (bx(f)) = bx(f)

2. Px(f) e’il minimo punto fisso di f
1d" D.f(d)# d$ bx(f)# d

se ¢ €' un pre-punto fisso allora px(f) e’ piu’ piccolo did



KleeneOs Theorem

gfp(f)= ' nf"(")

Fix()) ={1 | L | f()=I

fpf) = Laf"(")




Teorema di Kleene: 1

Dimostrazione.
1. T (Px(f)) = bx(f)

f(Px(f))=f fn() perdefdi Px
nt N
f(f"(1)) per continuita’
n! N

fl o) per def dif "

nl N

~ £"(!) per indipendenza dei prefissi dei limiti
nl'N

= px(f) perdefdi Px



Teorema di Kleene: 2

prova. 2. 1d" D.f(d)# d$ bx(f)# d

dimostriamo che ogni pre-punto fisso € un limite superiore
della catena
{f n(! )}n! N\

per definizione Px(f)e’ il lub della stessa catena
e percio’ piu’ piccolo di ogni altro upper bound



Teorema di Kleene: 2

2. 1d" D.f(d)#d$ bx(f)# d

prendiamoy | 1y tale che f(d)! o

proviamo !'n" N.f"(#)$ d (d e’'un upper bound)
P(n)! f"(1)" per induzione matematica

PO)! f°%0 )" d O(I = d

In" N.P(n)# P(n+1) prendiamo un generico I
assumiamo P(n) ! f"(1 )" d

vogliamo provare P(n+1) ! f"* (1 )" d
fr(h)" d

(per def)  (monot.)! (pre-punto fisso)

P ) =1 )" fd)! d



Esempio

n=2an (NU {0}, <) 1 =0 OPC,
f(n)=2 an monotona? ok
r(t)=" continua? ok
f9%0)=0

f1(0)=f(0)=2 4 =0

punto fisso raggiunto !



Esempio

n=n+1 (NU {00}, <) I =0 OPC,

f(n)=n+1  monotona? ok
Pe)=1 continua? ok

f9%0)=0
f10)=f(0)=0+1=1

f20)= f(f10)=f(1)=1+1=2
f3(0)= f(f4(0)=f(2)=2+1=3

fP0)= n=| punto fisso
n! N n!' N



Esempio

X = X1 {1 (P (N), 1) | = OPC,
F(X)= X! {1) monotona? ok
continua? ok
fO(1) =1
fFfM)y=f@)=1" {1} =1

punto fisso raggiunto!



Esempio

X = N\ X (! (N),!) |

OPC,

f(X)= N\ X monotona? NO

piu’ grande X piu’ piccolo f (X)
fO(1) =1
fL(1)=f()= N\! =N
f2()=f(f+() = f(N)= N\ N=

non una catena!



Esempio

X =X1{1 (" (N),!) | = OPC,
monotona®? ok
FX)= X2 continua”? ok
fO(1)=1
fr)=f()="1" {1} = {1}

FeO) =)= {1 ={1" {1} ={1

punto fisso raggiunto!



ES erc | Z | O (da consegnare)

SiaD un OPC

sia{d;};; n una catena inD

sia{k;j };1 n una catena inpnita ir{N, ! )

1. Proviamo che{d; }ji1 n €0 una catena in

2. Provare o confutare dy, = d;
j!'N i1 N



