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E sercitazione #2



Induzione strutturale,
iInduzione sulle regole e divergenza



Ex.1 Completare la prova di terminazione delle espressioni booleane
per induzione strutturale

b:=wv | acmpa | b | bbopbd

P(b) & Vo. Ju. (b,0) — u



Ex. 1, Terminazione di Bexp

P(b) & Vo. Ju. (b,0) — u

Per induzione strutturale

Yv € B. P(v ]
(v) ved1 Lezione 7

\V/CL(), ai. P(CL() cmp CL1)

vb. P(b) = P(=b) ]

da fare

\_—\r

\V/b(), by. (P(b()) /N\ P(bl)) — P(bo bop bl)



Ex. 1, Terminazione di Bexp

P(b) & Vo. Ju. (b,0) — u

per induzione strutturale

Vb. P(b) = P(—b)  prendiamo un generico b € Bexp

Assumiamo P(b) = Vo. Jw. (b,0) — w

Vogliamo provare P (—b) £ Vo. Ju. (=b,0) — u
prendiamo un generico o

Consideriamo il goal (—b,0) — 4 N y=—w (b,0) — W

per ipotesi induttiva P(b), tale w esiste

concludiamo prendendo u = —~w



Ex. 1, Terminazione di Bexp
P(b) & Vo. Ju. (b,0) — u

per induzione strutturale

\V/b(), by. (P(b()) /N\ P(bl)) — P(b() bop bl)

prendiamo generici by, by € Bexp
Assumiamo P(b;) = Vo. Ju;. (b;,0) — u;
Vogliamo provare  P(by bop b1) = Vo. Ju. (bgbop by, o) — u
prendiamo un generico o
Consideriamo il goal (bg bopby,0) — u
Nu=ug bopu; (Do, 0) —> ug, (b1,0) — wy

per ipotesi induttiva P(by) e P(by) tali u1 e usy esistono

concludiamo prendendo u = ug bop uq
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|[Ex. 2] Estendiamo la sintassi delle espressioni aritmetiche con I’operatore  agMay

la cui big-step semantica operazionale €’ data dalla regola

ag,0) — N a1, 0) — N
(a0,0) (a1,0)
(ag M ay, o) —n

1. Provare la terminazione o esibire un contro-esempio

2. Provare il determinismo o esibire un contro-esempio



Ex. 2, terminazione

(ag,0) —n  {a1,0) —n
(ag M ay,0) — n

112,0) -



Ex. 2 determinismo

per induzione strutturale
\V/a,()7 ai. P(CL()) /\ P(al) — P(a'() [ ] a,l) Prendiamo un generico ag, a1

Assumiamo  (per ipotesi induttiva)

P(a;) £ Vo, m;,m.. {a;,0) — m; Ala;,0) — m! = m; =m!

1

vogliamo provare
Ay / / . /
P(apMay) =Vo,m,m". (agMay,c) — mA{agMai,oc) —m = m=m
brendiamo generici o, m, m’ tali che <a0 [Taq, O'> — m and <CL0 [Taq, J> —m/

Vogliamo provare m = m/’



Ex. 2,determinismo (con.)

Consideriamo il goal <a0 [Taq, (7> — m

(ap,0) —n (a1,0) —n ¢ applicabile

Solo la regola
(ag M a1,0) —n

quindi (ag,0) — m e (ai,0) — M
Analogamente, dal momento che

(ap N ay,0) — m’

deve essere <CLO,O'> —m’ e <CL1,O'> —m/

Per ipotesi induttiva, concludiamo m = m/
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Ex. 2 determinismo

per induzione sulle regole

(ag,0) —n (a1,0) — n
(ag M a1,0) —n

Assumiamo (per ipotesi induttiva)

P({a;,0) — n) =Vn'. {a;,0) —sn' = n=n'
vogliamo provare

P(<CLQ|_|CL1,O'> HTZ) éVn’ <a0|_|a1,(7> —n' =n=n

prendiamo n’ tale che <CL0 Ta, O‘> —n/

Vogliamo provare n = n’



Ex. 2, determinismo (con.)

P({ag,0) — n) = Vn'.

P({ay,0) — n) = Vn'.

(ag,0) —n' = n=n'
(a1,0) —n' = n=n'

Consideriamo 1l goal <CL0 [lTay,o0 > —n/

(ag,0) —n (a1,0) — n

¢’ applicabile
(ag T ay,0) — n

Solo la regola

quindi (ag,0) — n' e (a1,0) —n'

Per ipotesi induttiva, concludiamo n = n’



[Ex. 3| Estendiamo la sintassi delle espressioni aritmetiche con I’operatore ~ @olLlay

la cui big-step semantica operazionale e’ data dalla regola

<CLQ,O'> — No <CL1,O’> — N
(ap Uay,0) — ng  (agUay,o) — ny

1. Provare la terminazione o esibire un contro-esempio

2. Provare 1l determinismo o esibire un contro-esempio



Ex. 3, terminazione

per induzione strutturale

\V/a’()) a. P(CLO) /\ P(al) — P(a’() | | a/l) Prendiamo un generico ag, a;

Assumiamo P(aO) 2 Vo. dmy. <a0,0> — TNy

P(ay) £ Vo. Imy. {a1,0) — my

Vogliamo dimostrare P(ao L] al) 2 Yo. dm. <a0 Ll aq, (7> — m



Caso induttivo (con.)

Consideriamo un o generico e prendiamo 1l goal <a0 Ll aq, 0‘> — m

<CL(),O'>4>TL() <CL1,O'>4>TL1

Entrambe le regole
<CLQ|_|CL1,O'>H77J() <CLO|_|CL1,0->H77/1

sono applicabili

Prendiamo la prima

(ag Uay,0) — m N\ (ag,0) — m

Per ipotesi induttiva P(aq), esiste mg tale che (@0, o) —> mg

e abbiamo finito considerando (m = my)



Ex. 3, determinism

<CL0,0’> — Ny <CL1,O'> — N
(ag U ay, o) — ng  (agUay,c) — nyg

(1U2,0) — 1 (1U2,0) — 2

1 £ 2



[Ex. 4] Consideriamo 1l comando

w € whilez >y do (x =2 +1; y:=y—1)

Trovare I'insieme S di memorie o tali che (w, o) /4 e provare che queste
rispettano la condizione usando la regola di inferenza per la divergenza



Ex. 4, divergenza

wéwhile:p>ydo (x =2+ Ly:=y—1)
. . .h~
consideriamo un generico o ¢

se o(x) <o(y): (w,0) — 0

S = {o | o(x) > a(y)}
e VoS (x>y,0) — tt @

e Voe S Vo' (v =x+1;y:=y—1,0) —0c' = €5 @&
infatti (¢, 0) —> 0 = olo(z) +1/z,0(y) - 1/y]
o'(x)=0c(x)+1>0(y)+1>0(y)—1=0'(y)quindi ¢’ € S

Percio’, se o(x) > o(y),allora (w, o)—/~
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[Ex. 5] Provare il determinismo dell’espressione booleana
usando 1’1nduzione sulle regole

P((b,0) — u) =Vu'. (b,0) — u' = u =1



Ex. D, determinismo Bexp

P((b,0) —s u) =Vu'. (b,0) — ' = u=1

per induzione sulle regole

lv,1"#5 v

Dobbiamo provare @ (Iv,! " # V) =o'l Iv,!"# u' & v=U
Consideriamo
| ]
U te. v, | B ou dobbiamo provare ¥ = u’

consideriamo il goal alv,! " #$ U’

deve essere '! u'=v !
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Ex. B, determinismo Bexp

P((b,0) —s u) =Vu'. (b,0) — ' = u=1

per induzione sulle regole
lag, ! "#5 no lay,!"# ng

. L _
|ao Cmpal’! " -IJ-')$ No CMp Ng asSsumiameo éa| y = '-/:)$ nl

dobbiamo provare
I
P(lagcmpag,! "#5 ngcmpny) = %', lagecmpag, ! "# U & ngcmpny = u
C0n51der1an}o . |
u’ te. lagcmpag,!"# U’
Dobbiamo provare o CMPN1 = U’
Consideriamo il goallag cmpay, ! "#8 U’
deve essere che ! u'=mocmp m, @o,! # &b mo,"ay,! # o my
per la determinatezza dif A@Xg = Mg e Ny = My
percio’ Ng CMPNL = MgCmMpPmMy = U
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Ex. D, determinismo Bexp

P((b,0) —s u) =Vu'. (b,0) — ' = u=1

per induzione sulle regole
Ib,! "# v assumiamo @2 (1h, 1 " #5 V) =
|Ab,! " # Av o%v. !b,! "# W& v=w
dobbiamo provare €
- - - - | A A
P(IAb,!"# Av)= %' . !Ab!"# u & Av=u
Consideriauino fc. 'Ab,' " #$ U!
dobbiamo provare Av = u’
Consideriamo il goalllAb, ! "#5 U’
deve essere che ! u'=Aw D,! # PO W
Per ipotesi induttiva 1§ = W

percio’ Ay = AW = U’
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Ex. D, determinismo Bexp

P((b,0) —s u) =Vu'. (b,0) — u' = u=u
per induzione sulle regole

o, ! "#5 vo b, ! "# vg assumiamo EP(Ih,l"#$ Vi)!:
ey bOpbl,!"#$ Vo bOle O/M| |h,| ||#$ ul & VI — UI

dobbiamo provare

P (1, bopby,! " # Vo bopvy) = %i'. by bophby,! " #  u' & vobopvy = U
Considerianilo

u tc. tlhypbopb,!"# u

dobbiamo provare &g bopvi = U’
Consideriamo il goal Mo bopby,! " # U’

deve essere che ! u'=ugbop u; o, ! # 0 Up, by, # 0 uy

U1

Per ipotesi induttiva g5 = Ug e V1
percio’ Vo bOpV1 = Ug bOpUl = u

23



[EX. 6] Siab un’espressione booleana e un comando c¢. Considerate 1l comando

w &' while bdo c

Provare per induzione sulle regole

(L0 "w, #9010 )" bl '# B false
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Ex. 6, uscita dal loop

w = while bdo ¢ L W # D 1 & D 0|
per induzione strutturale? per induzione sulle regole?

P('while bdoc,!"# !)! Ib!I™# |

Il predicato “mecha” con le conclusioni di due sole regole

b, "#5 | Ib,!"# tt Ic,!"# !* lwhile bdoc,!*""# !

Ilwhile bdo c,!"#5 ! Iwhile bdoc,!"# !
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Ex. 6, uscita dal loop

w £ while bdo c L "W T #S6 1&" D, B!
per induzione sulle regole
P(!while bdoc,!"# !")! Ib!™# |

b1 "#F |
lwhile bdo c,! "# !

assumiamo Mp I " #F |

dobbiamo provare @ ('while bdo c,!" H )! Iph,!" |

immediato, per le assunzioni
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Ex. 6, uscita dal loop

w £ while bdo ¢ 1 "Wl ' & " b1 6 |

per induzione sulle regole
P('while bdoc,!"# !')! Ibt!'"# |

Ib1"#5 tt Ic,!"# !'" Iwhile bdoc,!""# I
lwhile bdoc,!"# !

assumiamo éb,! "Hp
Ic,1"# 1°
lw, ! ""# 1

PIw, ! " # 1Y = 1b!'""# |
dobbiamo provare EP(!W,! "HE | !) L b,! !";b/$ !

immediato, per 1potesi induttiva
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