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-Ancora Induzione



Determinismo via induzione strutturale



Determinismo delle
espressioni aritmetiche

rclde ope€{+,x,—}

a =2z | n|aopa nec7 Mé{a\azlde%Z}

<CL0,0‘> — N <a1,0> — N1
(x,0) — o(x) (n,o0) —n  {(agop ai,o) — ng 0p N1

P(a) £Vo € M. Vm,m' € Z. {a,0) — m A (a,0) — m' = m =m’

Va. P(a) ?



Principio di induzione
strutturale

Vo € lde. P(x) Vn € Z. P(n)
\V/a(), ai. P(CLQ) /N\ P(al) — P(a() op al)
Va. P(a)




Caso base

Prendiamo un generico x € Ide
Vo € Ide. P(x)

Vogliamo provare

P(z) £Vo,m,m’. (x,0) — m A (z,0) — m' = m =m/
Prendiamo g, m,m’ s.t. (x,0) — m e (x,0) — m’
Vogliamo provare m = m/

Prendiamo il goal (z,0) — m

e applicabile, da cui deriva m = o(x)

Solo la regola <x O> N O'(il?)
)

Analogamente <337 J> — v’ e per questo possiamo concludere m’ = o(x)

e percio’ possiamo concludere m = o(zx) = m/'.
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Caso base

Prendiamo un generico n € Z
Vn € Z. P(n)

Vogliamo provare

P(n) £ Vo,m,m'. (n,c) — mA (n,0) — m' =m=m’
Prendiamo o, m,m’ s.t. (n,0) —m ¢ (n,0) — m'
Vogliamo provare m = m’

Consideriamo (n,o0) — m

Solo la regola o) — n e applicabile, da cui deriva m = n

/  deve essere m' = n

Allo stesso modo (n, o) — m . . ,
e percio’ possiamo concludere m = m



Caso Induttivo

\V/CLO, a1 . P(CL()) /\ P(al) —> P(ao op al) Prendiamo un generico ag, a;

Assumiamo (ipotesi induttiva)

P(a;) £ Vo, m;,m.. {a;,0) — m; Ala;,0) — m! = m; =m!

1
Vogliamo provare
P(ag op a1) = Vo, m,m'. {ay op a1,0) — m A {(ag op a1,0) — m' = m =m’

Prendiamo un generico o, m, m’ tale che (ag op a1,0) — m e (ag op a1,0) — m’

Vogliamo provare m = m/’



Caso inautTivo (con.)

Consideriamo 1l goal <CLO op ai, (7> — m

<CL0,0'> — N <CL1,0'> — N
(ag op a1,0) —> ng op Nq

Solo la regola ¢’ applicabile

per cui m = ng op n1 con (ag,0) — ng € {ag, o) — N1

/

Dal momento che <a0 op aq, (7> — m

e necessariamente vero che m’ = n{, op n con (ag,c) — ng e {(a1,0) — nj
Per ipotesi induttiva, ng = nj e n; = nj

e percio possiamo concludere che m = ng op ny =njy opny = m'



Segnature su multi-sort



Termini su una segnatura con sort

S ={s,...} un insieme di sort (tipi)
Y = {25, .. .sn.5 s1,....5m,s€5 UNA segnatura con sort

f€Xs, 5.5 fi(sy X - X58p)—S

Iy s denota I'insieme dei termini del sort s

e’ Il minimo insieme tale che:
o if c€ s, then c €Ty

o if f < Zsl.msn,s and Vi. t; € TE,Sz’v then f(tla 7tn) = TZ,S

B denota l'insieme di tutti i termini che
TE — {TE,S}SES : :
rispettano I sort



Espressioni booleane

relde neZ opec{+,x,—}
veB bop e {A,V} cmp € {<, <, >, >, =, #}

a:=x | n| aopa

b::=wv | acmpa | =b | bbopb
S = {Aexp, Bexp}

A
Ee,Aexp = ldeU Z ZAeprexp,Aexp

A
2 ,Bexp — B ZAeprexp,Bexp

ZBexp Bexp — { } 2BexpBexp,Bexp



Semantica delle espressioni aritmetiche e
booleane
a:=2x | n | aopa
b::=uv | acmpa | b | bbopbd

<CL0,0’> — N <a1,0> — N1
(x,0) — o(x) (n,o0) —n  {(agop ai,o) — ng 0p N1

(b,o) — v  {ag,0) — ng (a1,0) — N

(v,0) — v (2b,o0) — —v  {ag cmp a1, 0) — Ny cMP Ny

<b0,0’> — Vo <b1,0’> — U1
(bg bop by, 0) — vy bop 4




Sottotermini

t; < f(t1,...,tn)



un sort

a special case:

S = {*} a singleton set of sorts



Terminazione delle espressioni booleane



Terminazione di espressioni booleane

r | n| aopa
v | acmpa | -b | bbopb

a
b ::

<CL0,0’> — N <a1,0> — N1
(x,0) — o(x) (n,o0) —n  {(agop ai,o) — ng 0p N1

(b,o) — v  {ag,0) — ng (a1,0) — N
(v,0) — v (2b,o0) — —v  {ag cmp a1, 0) — Ny cMP Ny

<b0,0’> — Vo <b1,0’> — U1
(bg bop by, 0) — vy bop 4

P(b) £Vo e M. Jv € B. (b,0) — v Vb, P(b) ?



Caso base

Vv € B. P(v) Consideriamo un generico v € B

Vogliamo provare P(v) 2 Yo. Ju. <f07 0‘> — s the only
variable

Consideriamo un generico o € M e consideriamo il goal (v,0) — u

abbiamo <U’ 0‘> — U \[u:v]

Per la regola

(v,0) —> v

¢ abbiamo finito (considerando u=v)



Un caso base sorprendente

Yag,a1. Plag cmp aq) Consideriamo un generico ag, a;
. A
Vogliamo provare  (ag cmp a1) = Vo. Jv. (ag cmp a1,0) —> v

Consideriamoilgoal  (ag cmp aq,0) —> v

<CL(),O'>%TL() <CL1,O'>4>TL1

abbiamo
Per la regola <a0 cmp aj, g> — Ng CMP Ny

<CLO cmp ag, U> > U ’\[’U:’no cmp N1 | <a07 O> > 10, <CL1, O> 7 1
Per la terminazione delle espressioni aritmetiche, un taleng, n1 esistonc

e abbiamo Pnito (considerandov = ng cmp n;)



Per finire la prova

provare per esercizio

'b. P(b) " P (Ab)

by, 1. (P(lp) " P(b1)) # P(lo bophb)



Comandi



Comandi

a:= X | n|at+tal| aé b= v | al a| a¢

c:=skip | x:=a | c;c| If bthen celsec | while bdo c

S = { Aexp Bexp Com}

Ve Aep = Ide UZ S AexpAexp Aexp = L X5 —

Pz Besae =B e D ACD Bexp {< <, >,>,=,#}
2B, Be = {—} P B iBee Be = A, V}

1 com = {skip} | Aexp,com = {X:= | x ! Ide}

|
I comcomcom = {; } |

I .
| Bexpcomcomcom = 1 If }

| .
| BexpCom,Com = { while }



Memorie

M={! :Ide! Z | ! haun dominio finito }
{x! Ide|! (x) =0} e finito

(N1/X 1, ..., N/X k) : lde! Z

S —

all different |
ni If X = X

(NX 1, MX)X) = 57 therwis:

I
' 0 = () ¢’ una tipica memoria iniziale



Modificare la memoria

n f X =y

Hnly 1(x) = 1 (x) otherwis

LT,m,n,y. 'Imly][nfy]=!1[nly]

n if x =y

[my JInfy J(x) = [mly ](x) = ! (x) otherwis

I m,n,y,z. yEz " Ulnly]m/z]="[m/z][nly ]
scritto anche come! [n/y, m/z |

(N1/X 1, ..., kX k) = Toln1/X 1, .oy NE/X ]



Semantica dei comandi

c:=skip | x:=a | c;c| If bthen celsec | while bdo c

!a,!"#$ N !Co,!"#$ ] 0 !Cl1!!!"#$ | !
Iskip,!"# ! Ix:=al!"# ![n/Xx] ICo 1" # 1

Ib,!"#5 | g, !"# I b1 "#p tt lco,!"#P I°
lif bthen ¢y elsecy,!"# ' lif bthen ¢ elsecy,!"# !

b, "#5 | Ib,!"# tt Ic,!"# !* Iwhile bdoc,!*"# !°

Ilwhile bdo c,!"#5 ! Iwhile bdoc,!"# !



C'e' una definizione ricorsiva!

una premessa e’

complessa come la
Aﬁ conclusioP

b, "# tt lc,!"# !'* l!while bdoc,!""# !

Iwhile bdoc,!"# !



Numeri triangolari

—— ——
K +1
1C
. ¥ _ k(k+1)
< T2
15 1




Calcoliamo T2 senza div

lco, ! "1 Icy, ! " #5 |
G{ t:=0; Coren T
c{ i:=1; @
while 1! k do (
W - t=t+1; 1 G _
i::|+1) }CsJ(’

troviamo ! tale che!(cy;c1);w,(2/k)"# !

| . " I |
troviamo! *,! tali che ;\(,:VO’,C!l.Z %/k), o



Deriviamo

{ t:=0;
. I ] . I G { i::_l;_,,b
troviamo !'' tale che !Co;Cy, (2/k)"# !° | wnieiikdo(
| l =i+1) )
!C();Cl,(Z/k)"#$ |- I £@2/n)

=0, (IKVED |, =1 H e

L= kom0, 2IK)ERO Ny, M= 1, 2K N 1 /t)# B
o M= 1, (20K, O/t ) W6 !

=@ kot )ngsi 1L (21K, Ot )# 36 ny

| 1= (2/k, Ot, 1/i )

no=1 !

vico ¢, (k)" # 1! 'a,! "# N

IXx .= a,!"# ![n/x]

| i!:(2/k, O/t, 1/i)! ICo, | "#5 1" g, 1 tHs 1!
: y = . - U1, - *

Icg;C, ! "# !




® o
Ib,!"# tt Ic,!"# !'" Iwhile bdoc!""# !
while bdoc,!"# ! er.|V|a| I ‘O
Co t . =0;

Ib,! "# |

'while bdo c,!"# ! 01% =1 L
troviamo! tale chelw, (2/k, Oft, 1/i)"# ! .| LT e
w, (2/k, Oft, 1/i )" #5 | |

v b(2/k, O, Ui V# Wb tt,"c,(2/k, Oft, Ui )4 96 | 1,"W,! 1# Db
|t (20K, Oft, Ui VE e 1y "W, ! 1 # B

U=k on v 201 W (20K, 1t 2010 )# 3% |

v b(2/k, Ut 20 Vbt c, (20K, Ut 20 VE D |, W, ! o# D
e 20k, Ut 20 )E D6 1o Wl pH B !

U =@ k1 2 yEn, 3] W (2K, 31t 3l )# 36 |

ok s 3 b2k, 3 Bi)ee ¢ - (@K 3L S



Divergenza



Terminazione di comandi?

c:=skip | x:=a | c;c| If bthen celsec | while bdo c

la,!"#5 n Iy, | "#5 IV gy, I B"#p I
Iskip,!"# ! Ix:=al"# ![n/x] ICo;Cp, 1 "#S 1

Ib,!"#5 | g, !"# I b1 "#p tt lco,!"#P I°
lif bthen ¢y elsecy,!"# ' lif bthen ¢ elsecy,!"# !

b, "#5 | Ib,!"# tt Ic,!"# !* lwhile bdoc,!*"# !

Ilwhile bdo c,!"#5 ! Iwhile bdoc,!"# !

PO=!1"M.#'"M.&£'%& ! Ic. P(0) ?



Terminazione?
P(o)=!1."1"" #1$%&!" Ic. P(0) ?

take w = while tt do skip

Ib,!"# tt lc,!"# !'" Iwhile bdoc,!""# ! Ib,! "# !

n ! Iwhile bdo c,!"# I Iwhile bdo ¢! "# |
|W,| #$ | : lwhi oc!I"# !

1" tt I H#Po tt,"skip, ! #P0 7, "w, ! THEB0

1" skip,!'#®0 ! ","w, "HB6

L vusy "W HEB0 stesso goal dal quale siamo partiti!
nessun altra opzione: Itt || " &4
nessun modo di completare la
derivazione!

AP (W) abbiamo trovato un contro esempio alla terminazione



Divergenza

Ic,| " ¥$)/OsignificaSA&| g Ic,|" ¥ ! !
e diclamo chec diverge con!
qualche volta la divergenza e’ difficile da

individuare
(bhe... e’ indecidibile)



Divergenza

I .
w= while x> 0do x:=x+1
consideriamo un! genericc

se!(x)! Quiw,1"# 1Y I oy "x> 0, #80 ! |
quindi 2w, 1" #5 |
sel (X)>0 tw,!"# I
1" x> 0, #Pott,"X =x+1,1#P0 ! ", "W, "#80 |
"% =X+ 1,1 #B0 ! 'w,! #B0 !
| o XHLL T ER6 n,w, L [niX TP !
s W)+ LXES D

non e’ lo stesso goal con il quale siamo
partiti!
Come possiamo provare la divergenza?

l(x)>0! IPX)+1/Xx]x)=!'(x)+1 >0



Provare la divergenza
(se e possibile)

w = while bdo ¢

supponiamo di trovare un insieme di memorieS! M tale che
¥11 " S #,!$ % tt

Y1rr" st Mo Sw! Tt 1P S

Possiamo concludere |€! " S. #v,!1 $ 98

da notare che sdc,! "#%, !c,!1"$ ! ' %S e banalmente veribcatc



Rivediamo |'esempio

| .
w = While x> 0do X := X+ 1 consideriamo un generica

sel (x)! Qlw,!"# |

sia S = {! |1 (x)> 0}

YI1"S. #&>0!%3%tt &
Y1l "SI sk=x+11$%!"'" 1'"S &
nfatti IX = X+1,1"# "% 1 =11 (X)+1/x]

I (x)>0! I (x)+1/x](x)=1(x)+1 >0

PercioO sé(x) > 0, allora 'w, ! " #%



Esercizio

‘W= while xXEO0 do X := x" 2

trovare tutte e sole le memorie! tali che 'w,! " #%

S; = {! |1 (x)< O} S,= {1 |['k" Z. ! (x) =2k + 1}
Y11 " S #%%$0,%& tt
Y11 "SI & =x&21%& 1'( 1'"S

IX = x" 2,1#'% "% 1" =11 (x)" 2/x]



Congettura di Collatz:
doppio o triplo piu’ uno

w = while x> 1do (if x%2 =0 then x := x/ 2

elsex =3! x)+1)

. Irx)" 1#sw,!%& ! @&
Congettura aperta: 1. "1° . #v,1$%& 1" | A("!.#wv,!3$ 9B)

piu’ precisamente: !, 1 (X) > 1"# w,! $%& ! [1/X ]

Evidenze sperimentali:

fino al 2020, la congettura e’ stata verificata per tutti i valori fino a 268,
Barina, David. "Convergence verification of the Collatz problem".

The Journal of Supercomputing (2020). doi:10.1007/s11227-020-03368-x



Determinismo



Determinismo dei comandi

c:=skip | x:=a | c;c| If bthen celsec | while bdo c

la,!"#5 n Iy, | "#5 IV gy, I B"#p I
Iskip,!"# ! Ix:=al"# ![n/x] ICo;Cp, 1 "#S 1

Ib,!"#5 | g, !"# I b1 "#p tt lco,!"#P I°
lif bthen ¢y elsecy,!"# ' lif bthen ¢ elsecy,!"# !

b, "#5 | Ib,!"# tt Ic,!"# !* lwhile bdoc,!*"# !

Ilwhile bdo c,!"#5 ! Iwhile bdoc,!"# !

P)=!!,1,1."cl#®!,&"cl#®!," 1,=1, lc.P(c)?



Principio di induzione
strutturale

I x,a. P(x := a) P (skip)
1 Co, C1. P(Co) " P(c1) # P(Co;Ca)
'b,g,c. P(cp) " P(c) # P(if bthen ¢y else ¢;)
I'b,c. P(c)" P(while bdo c)
lc" Com P(c)




Caso base

1x,a. P(x = a) Consideriamo X ! lde a! Aexf

Vogliamo provare
P(Xx = a)!: Tl lo."™=al#80 11 & =a!#BF0 !," 1=1,

Consideriamo! ,!;,!2tc. Ix = a,!"# !y o Ix=al!l"# I,

vogliamo ottenere 2! 1 = !5
Vogliamo provare ' X = &,!" # 1
la,!"# n , . . _
Solo laregola =" Ty © 2Pplicabile, quind €, =1[n/x]
con la,l" #H n
Analogomente, dal
momento che X = &!"# 1 deve essere *! 2 = | [M/X ]

con la,!"” #H m
per il determinismo di Aexp abbiamon= mequindi!; =",



Caso Induttivo

1 o, C1. P(co) " P(c1) # P(cy;cr) Consideriamo Xg, C1
Assumiamo (ipotesi induttiva)
P(C,)_” 14,15, "C|,!#ﬂp/0 1&"C|,!#$%). l, =15

Vogliamo provare

P(co'cl) 1L Vs, "o, #PO 1 &"Cy;C, 1 #PO ' T =1,
Consideriamo! ,! ¢, > t.c. lcg:cy, ! "# 1y elcyicy, ! "# 1>

Vogliamo provare! { =1,



Caso induttivo (con.)

Consideriamo il goal !Co;C1,! "#b 14

solo la regola 1o, I"# 17 g, 7" # I e’ applicabile
Ico;C, 1" # 1
qumdl l"ICOnlCo,!"# ':'I_!e!Cl,!!!"# ';[

Analogamente, 3Co;C1,! "# !>

deve essere che, = 15 conlecy, ! "# 15 elg, ! ""# 1)
Per ipotesi induttiva P (cp), abbiamo!; =15

e percioQcy, ! 5"# 1] elcy, ! ""# 1,
Per ipotesi induttiva P(cl), abbiamo!; =1,

e possiamo concludergé,; =1} =1;=1,



Caso Induttivo

I'b,c. P(c)" P(while bdo ¢ Prendiamo b, cgeneric

Assumiamo (ipotesi induttiva)

PO =11 1,1, "cl#P!,&"c'#Po!," 1,=1,

Vogliamo provare
P(while bdo c)=1!!,11,1,. "while bdo c,!#®6 ! &"while bdo c,!#®b!1,' 11=1,

Consideriamo
I |
L |

11,12 te. tlwhile bdoc!"# !1 e Ilwhile bdoc!"# !
Vogliamo provare! ; = 15
Per 1l determinismo delle espressioni booleane, abbiamo due casi

b, " #p | Ib,! "#p



Caso induttivo (con.)

se 1b,!"# !

Consideriamo il goal Uwhile bdo c,!"# I,

b, "#5 |

solo la regola
lwhile bdo c,!"# !

> applicabile percui!; = !

Analogamente, iwhile bdo c,!"# !, deve essere, = !

e per questo possiamo concludere; = ! =15



Caso induttivo (con.)

se!lb,1"#HP {t

Consideriamo il goaldwhile bdo c,!"# !,

bl "# tt lc,!"# !* Iwhile bdoc,!""# ! ¢’ applicabile
lwhile bdo c,!"# !

solo la regola
percui 2l =137 con Ic,!"# 7 e lwhile bdoc,!i"# !;

Analogamente iwhile bdo c,!"# !

;=15 con Ic,!"# !} ¢ !while bdoc,!3"# !}

Deve essere * 2 —

Per ipotesi induttiva ~ $(C), abbiamo2 7 = !5
quindi 'while bdo c,!5"# !} e !while bdoc!3"# !,

ma non esiste un ipotesi induttiva 3B (while bdo c) !



Definizione ricorsival

la premessa complessa

/\ guanto Ia conclusione

b,!"# tt lIc!” = Iwhile deC"' #Ho

!Whlle bdoc!"# I

per finire la prova di derminismo
dobbiamo usare un giusto principio di induzione:

Induzione sulle regole



