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4 -Ancora Induzione



Determinismo via induzione strutturale



Determinismo delle
espressioni aritmetiche

rclde ope€{+,x,—}

a =2z | n|aopa nec7 Mé{a\azlde%Z}

<CL0,0‘> — N <a1,0> — N1
(x,0) — o(x) (n,o0) —n  {(agop ai,o) — ng 0p N1

P(a) £Vo € M. Vm,m' € Z. {a,0) — m A (a,0) — m' = m =m’

Va. P(a) ?



Principio di induzione
strutturale

Vo € lde. P(x) Vn € Z. P(n)
\V/a(), ai. P(CLQ) /N\ P(al) — P(a() op al)
Va. P(a)




Caso base

Prendiamo un generico x € Ide
Vo € Ide. P(x)

Vogliamo provare

P(z) £Vo,m,m’. (x,0) — m A (z,0) — m' = m =m/
Prendiamo g, m,m’ s.t. (x,0) — m e (x,0) — m’
Vogliamo provare m = m/

Prendiamo il goal (z,0) — m

e applicabile, da cui deriva m = o(x)

Solo la regola <x O> N O'(il?)
)

Analogamente <337 J> — v’ e per questo possiamo concludere m’ = o(x)

e percio’ possiamo concludere m = o(zx) = m/'.
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Caso base

Prendiamo un generico n € Z
Vn € Z. P(n)

Vogliamo provare

P(n) £ Vo,m,m'. (n,c) — mA (n,0) — m' =m=m’
Prendiamo o, m,m’ s.t. (n,0) —m ¢ (n,0) — m'
Vogliamo provare m = m’

Consideriamo (n,o0) — m

Solo la regola o) — n e applicabile, da cui deriva m = n

/  deve essere m' = n

Allo stesso modo (n, o) — m . . ,
e percio’ possiamo concludere m = m



Caso Induttivo

\V/CLO, a1 . P(CL()) /\ P(al) —> P(ao op al) Prendiamo un generico ag, a;

Assumiamo (ipotesi induttiva)

P(a;) £ Vo, m;,m.. {a;,0) — m; Ala;,0) — m! = m; =m!

1
Vogliamo provare
P(ag op a1) = Vo, m,m'. {ay op a1,0) — m A {(ag op a1,0) — m' = m =m’

Prendiamo un generico o, m, m’ tale che (ag op a1,0) — m e (ag op a1,0) — m’

Vogliamo provare m = m/’



Caso inautTivo (con.)

Consideriamo 1l goal <CLO op ai, (7> — m

<CL0,0'> — N <CL1,0'> — N
(ag op a1,0) —> ng op Nq

Solo la regola ¢’ applicabile

per cui m = ng op n1 con (ag,0) — ng € {ag, o) — N1

/

Dal momento che <a0 op aq, (7> — m

e necessariamente vero che m’ = n{, op n con (ag,c) — ng e {(a1,0) — nj
Per ipotesi induttiva, ng = nj e n; = nj

e percio possiamo concludere che m = ng op ny =njy opny = m'



Segnature su multi-sort



Termini su una segnatura con sort

S ={s,...} un insieme di sort (tipi)
Y = {25, .. .sn.5 s1,....5m,s€5 UNA segnatura con sort

f€Xs, 5.5 fi(sy X - X58p)—S

Iy s denota I'insieme dei termini del sort s

e’ Il minimo insieme tale che:
o if c€ s, then c €Ty

o if f < Zsl.msn,s and Vi. t; € TE,Sz’v then f(tla 7tn) = TZ,S

B denota l'insieme di tutti i termini che
TE — {TE,S}SES : :
rispettano I sort



Espressioni booleane

relde neZ opec{+,x,—}
veB bop e {A,V} cmp € {<, <, >, >, =, #}

a:=x | n| aopa

b::=wv | acmpa | =b | bbopb
S = {Aexp, Bexp}

A
Ee,Aexp = ldeU Z ZAeprexp,Aexp

A
2 ,Bexp — B ZAeprexp,Bexp

ZBexp Bexp — { } 2BexpBexp,Bexp



Semantica delle espressioni aritmetiche e
booleane
a:=2x | n | aopa
b::=uv | acmpa | b | bbopbd

<CL0,0’> — N <a1,0> — N1
(x,0) — o(x) (n,o0) —n  {(agop ai,o) — ng 0p N1

(b,o) — v  {ag,0) — ng (a1,0) — N

(v,0) — v (2b,o0) — —v  {ag cmp a1, 0) — Ny cMP Ny

<b0,0’> — Vo <b1,0’> — U1
(bg bop by, 0) — vy bop 4




Sottotermini

t; < f(t1,...,tn)



un sort

a special case:

S = {*} a singleton set of sorts



Terminazione delle espressioni booleane



Terminazione di espressioni booleane

r | n| aopa
v | acmpa | -b | bbopb

a
b ::

<CL0,0’> — N <a1,0> — N1
(x,0) — o(x) (n,o0) —n  {(agop ai,o) — ng 0p N1

(b,o) — v  {ag,0) — ng (a1,0) — N
(v,0) — v (2b,o0) — —v  {ag cmp a1, 0) — Ny cMP Ny

<b0,0’> — Vo <b1,0’> — U1
(bg bop by, 0) — vy bop 4

P(b) £Vo e M. Jv € B. (b,0) — v Vb, P(b) ?



Caso base

Vv € B. P(v) Consideriamo un generico v € B

Vogliamo provare P(v) 2 Yo. Ju. <f07 0‘> — s the only
variable

Consideriamo un generico o € M e consideriamo il goal (v,0) — u

abbiamo <U’ 0‘> — U \[u:v]

Per la regola

(v,0) —> v

¢ abbiamo finito (considerando u=v)



Un caso base sorprendente

Yag,a1. Plag cmp aq) Consideriamo un generico ag, a;
. A
Vogliamo provare  (ag cmp a1) = Vo. Jv. (ag cmp a1,0) —> v

Consideriamoilgoal  (ag cmp aq,0) —> v

<CL(),O'>%TL() <CL1,O'>4>TL1

abbiamo
Per la regola <a0 cmp aj, g> — Ng CMP Ny

<CLO cmp arg, U> > U ’\[’U:’no cmp N1 | <a07 O> > 1o, <CL1, O> 7 11
Per la terminazione delle espressioni aritmetiche, un tale ng, ny esistono

e abbiamo finito (considerando v = ng cmp nq)



Per finire la prova

provare per esercizio

Vb. P(b) = P(—b)

\V/b(),bl. (P(b()) A P(bl)) - P(b() bOp bl)



Comandi



Comandi

a=x | n|a+tal - -

b:=v|a<a| -

c :=skip | z:=a | c;c | if bthen c else ¢ | while b do c

S = {Aexp, Bexp, Com}

Pe Ao = ldeU Z
Pie B =B

2B, Be = {—}
Se,com = {skip}

ZComCom,Com é {3 }

ZAeprexp Aexp é {_I_ X _}

2Aeprexp,Bexp {< < >7_7 #}
ZBexpBexp,Bexp : {/\7 \/}
Y pexp.Com = {:= | = € lde}

ZBexpComCom,Com é { lf}

2BexpCom,Com é {Whlle }



Memorie

M= {o:lde —>Z | 0 haundominio finito }
{x €lde | o(x) # 0} ¢ finito

(n1/x1,...,ng/x)) : lde — Z

o —

all different
(”1/3717 vn’f/x’f)(m) - { 0 otherwise

L

g0 () ¢’ una tipica memoria iniziale



Modificare la memoria

oln/yl(x) = { :(Qj) gtﬁer:wiyse

Vo, m,n,y. alm/y|n/y] = an/y]

n if x =y

olm/ylln/y](z) = { olm/yl(z) = o(x) otherwise

Vo,m,n,y,z. yFz = onfyllm/z] = alm/z|[n/y|
scritto anche come o|n/y, m/z]

(n1/x1, .., ng/xK) = oglni /a1, ..., g/ Tk



Semantica dei comandi

c :=skip | x:=a | c¢;c | if b then c else ¢ | while b do ¢

(a,0) — n
(skip,0) — 0 (x:=a,0) — o|n/x|

(co,0) — d" {(c1,0") — o’

(co;c1,0) — o’

(b,o) —ff (c1,0) — o’ (b,o) — tt (cg,0) — o’
(if b then ¢y else ¢;,0) — o/ (if b then ¢j else ¢1,0) — o’

(b,0) —> ff (b,o) — tt (c,0) — ¢" (while b do ¢,0") — o’

(while b do ¢,0) — o (while b do ¢,0) — o’



C'e' una definizione ricorsiva!

una premessa e’

complessa come la
A conclusmP

(b,0)y — tt (c,0) (while b do ¢,0”) — o

<Whlle b do c,o0) — o’



Numeri triangolari

N —— ——
k+1
10
o k(k+1)
A .
Tk — Z’L — 9
15 =1




Calcoliamo T, senza div

(co,0) — " (c1,0") — 0
(co;c1,0) — o

/

co{ t:=0;

ci{ i:=1; 0
while i < k do (

w ti=t+i; pe2
i=i+1) }c3

troviamo o tale che ((co;c1);w, (2/k)) — o

( <CO;61, (2//{7)> — o’

troviamo o', o tali che ¢ ,
(w,0') — 0

\\



Deriviamo

e
troviamo o’ tale che <Co; C1, (Q/k)> — o' w; W;“eiﬁkd‘ﬂ
(cvser, (2/k)) — o R
N {(t:=0,12/k)) — o1,{(i:=1,01) — o
Noi=@/0)n1 /4 (0;(2/k)) — na, (i := 1, (2/k,n1 /1)) — o
R —o (= 1, (2/k,0/8)) —s o

Neo/=(2/k,0/0)[ns/d] (1, (2/k,0/t)) — no

\na=1

<C();Cl,(2/k)> — o’ (@,0) —n
(x :=a,0) — o|n/z]

o' = (2/k,0/t,1/i)

\j;f:(z/k,()/m/i)

(co,0) — " (c1,0") — o'
(Co;€1,0) — 0




s T e Der'lVleO

(b,o0) — ff
(while b do c,0) — o

troviamo o tale che (w, (2/k,0/t,1/i)) — o .
(w, (2/k,0/t,1/i)) — o

N0, (2/k,0/t,1/1)) — tt,(c, (2/k,0/t,1/1)) — 01, {(w,01) —> ©
N (e, (2/k,0/t,1/1)) — o1, (w,01) —> ©

o1 =(2/k.0/t.1 /)1 t.2/i W (2/k,1/E,2/1)) — o

< (b, (2/k,1/£,2/8)) — tt. (e, (2/k, 1/t.2/i)) —> 09, (w, 02) — 0

N (6 (2/k,1/8,2/i)) — 02, (w,02) — 0

Noam(2/k1/t.2/9)3/t,3/1 \Ws (2/k,3/t,3/1)) — o |
No=(2/k,3/t,3/3) 0, (2/k,3/t,3/1)) — ff o = (2/k,3/t,3/1)
)\*




Divergenza



Terminazione di comandi?

c :=skip | z:=a | c;c | if b then c else ¢ | while b do ¢
(a,0) — n (co,0) — " (c1,0") — o’
(skip,0) — 0 (x:=a,0) — o|n/x| (co;c1,0) — o’
(b,o) —ff (c1,0) — o’ (b,0) — tt (cp,0) — o’

(if b then ¢y else ¢;,0) — o/ (if b then ¢j else ¢1,0) — o’

(b,0) —> ff (b,o) — tt (c,0) — ¢" (while b do ¢,0”") — o’

(while b do ¢,0) — o (while b do ¢,0) — o’

P(c) £Vo € M. 30’ € M. (¢,0) —» o Ve. P(c) ?



Terminazione?
P(c) £Vo. 30" (¢,0) — o Ve. P(c) ?

take w = while tt do skip

(w, o) — o

N ({tt, o) — tt, (skip, o) — ", (w, ") — o

N (skip,o) — ", (w, 0"y — o

No''=o (W, 0) — o’ stesso goal dal quale siamo partiti!

nessun altra opzione: (tt, o) —/~ff
nessun modo di completare la

derivazione!

_,p(w) abbiamo trovato un contro esempio alla terminazione



Divergenza

<C, 0> 7@ significa —30” . <C, 0> — o’
e diciamo che ¢ diverge con o
qualche volta la divergenza e’ difficile da

individuare
(bhe... e’ indecidibile)



Divergenza

A :
w=whilex >0doz:=x+1
consideriamo un o generico

se 0(z) <0 (w,0) — 0/ Nomo (x> 0,0) — ff N

quindi (W, o) — O

se o(z) >0 (w,0) — o

N (x>0,0) —tt,(z:=2+1,0) — o', (w,0") — o
N Arv:=x2+1,0) — ", (w,0") — ¢’
Novr=ofn/al (T +1,0) — n, (w, o[n/1]) — o’
Nor=o(z) 11 (W,olo(x) + 1/z]) — o

non e’ lo stesso goal con il quale siamo
partiti!
Come possiamo provare la divergenza?

o(x)>0=olo(x)+ 1/z](x) =c(zx)+1>0



Provare la divergenza
(se e possibile)

w = while b do ¢

supponiamo di trovare un insieme di memorie S C M tale che

e VoS (bo) — tt
e Vo e S5 Vo' e M. (c,0) —0d' =" €85

Possiamo concludere Vo € S. <w, O‘> 7@

da notare che se (c,0) /4, (¢,0) — ¢’ € S & banalmente verificato



Rivediamo l'esempio

w = while z >0do z := x

se o(z) < 0(w,0) —> 0

sia S = {o | o(z) > 0}
e VocS (r>0,0) —tt @

1 Consideriamo un generico o

e VoS Vo' (r:=x+1,0) —0c' =0"€S @

nfati  (x:=x+1,0) — 0 = o =olo(x) + 1/x]

o(x) >0=olo(x)+ 1/x|(x)

=o(z)+1>0

Percio’ se o(x) > 0, allora (w, o) /4



Esercizio
wéwhilex#Odox::x—Z
trovare tutte e sole le memorie o tali che (w, o) /4

S1 £ {o|o(x) <0} So £ {0 |3k €Z. o(z) =2k + 1}

e VoSl (x#0,0) — tt

e Voe S Vo' . (v =x—-2,0) — 0" =" €85
(x:=2—2,0) — 0 = o =oclo(x) —2/x]



Congettura di Collatz:
doppio o triplo piu’ uno

w = while z > 1 do ( if 2%2 =0 then z := z/2
else z: =3 xx)+1)

Vo.o(zx) <1= (w,0) —0c @

Congettura aperta:  Vo. Jo’. <w,0> — 0 = ﬂ(ﬂa. <w,0> 7@)

piu’ precisamente:  Vo. o(x) > 1 = (w,0) — o|l1/x]

Evidenze sperimentali:

fino al 2020, la congettura e’ stata verificata per tutti i valori fino a 268,
Barina, David. "Convergence verification of the Collatz problem".

The Journal of Supercomputing (2020). doi:10.1007/s11227-020-03368-x



Determinismo



Determinismo dei comandi

c :=skip | z:=a | c;c | if b then c else ¢ | while b do ¢
(a,0) — n (co,0) — " (c1,0") — o’
(skip,0) — 0 (x:=a,0) — o|n/x| (co;c1,0) — o’
(b,o) —ff (c1,0) — o’ (b,0) — tt (cp,0) — o’

(if b then ¢y else ¢;,0) — o/ (if b then ¢j else ¢1,0) — o’

(b,0) —> ff (b,o) — tt (c,0) — ¢" (while b do ¢,0”") — o’

(while b do ¢,0) — o (while b do ¢,0) — o’

P(c) £ Vo,01,09. (¢,0) — 01 Ac,0) — 09 = 01 =09 Ve. P(c) 7



Principio di induzione
strutturale

( = P(
Vb, co,c1. P(cg) A P(c1) = P(if b then cj else c;)
= P(while b do c)

Ve € Com. P(c)



Caso base

ider lde Ae
V. a. P(x - a) Consideriamo I & , a4 € AEXp

Vogliamo provare

P(x :=a) £Vo,01,09. (x 1= a,0) — 01 Az :=a,0) — 09 = 01 = 03
Consideriamo o,01,02 t.c. (x:=a,0) — 01 ¢ (x:=a,o) — 09
vogliamo ottenere 071 = 09

Vogliamo provare (z:=a,0) — 01

(a,0) — n
xr:=a,0) — on/x|

e’ applicabile, quindi g1 = O'[TL/Q?]

Solo la regola ;
con <CL, O‘> — N

Analogomente, dal
momento che <ZL‘ — a, O'> — 09 deve essere 092 — J[m/$]

con <CL, o > — M
per il determinismo di Aexp abbiamo n = m e quindi o1 = o9



Caso Induttivo

Vo, 1. Pcg) N P(e1) = P(co;cr) Consideriamo Cg, C1
Assumiamo (ipotesi induttiva)

P(¢;) £Vo,01,09. (¢i,0) — 01 A c;,0) — 09 = 01 = 0

Vogliamo provare
. A . .
P(co;c1) =Vo,01,02. (co;c1,0) — 01 N{co;c1,0) — 02 = 01 = 09

Consideriamo o, 01,09 t.c. (co;c1,0) — 01 € {cg;¢1,0) — T2

Vogliamo provare o1 = o9



Caso induttivo (con.)

Consideriamo il goal (co;c1,0) — 01

solo la regola (co,0) — 0" {(c1,0") — 0 e’ applicabile
(co;c1,0) — o’

. . / /! /! /
quindi 0y = o} con {co, ) — of e (¢c1,0") = o}
Analogamente, <CO y €15 U> —7 02
deve essere che oy = o7, con (cg,0) — 0} e (c1,0") — 5
Per ipotesi induttiva P(cqy), abbiamo o} = o

* ) /! / /! /

e percio’ (c1,05) — 01 e (c1,0") — 0}

Per ipotesi induttiva P(c;), abbiamo o] = o),

e possiamo concludere o1 = 0] = g}, = 09



Caso Induttivo

Vb, c. P(c) = P(while b do c) Prendiamo b, ¢ generici

Assumiamo (ipotesi induttiva)

P(c) £Vo,01,09. (¢,0) — 01 A {¢,0) — 09 = 01 = 09

Vogliamo provare

P(while b do ¢) = Vo, 01,04. (while b do ¢,0) — o1 A (while b do ¢,0) — 09 = 1 = 0

Consideriamo
o,01,00 tc. (whilebdoc,0) — 01 ¢ (while bdo c,0) — 0

Vogliamo provare o1 = 09
Per 1l determinismo delle espressioni booleane, abbiamo due casi

(b,0) — ff (b, o) —> tt



Caso induttivo (con.)

se (b,o) — ff

Consideriamo il goal (while b do ¢,0) — 04

(b,0) — ff
(while b do ¢,0) — o

solo la regola e applicabile per cui 01 = o

Analogamente, (while b do ¢,0) — 09 deve essere o9 = 0

e per questo possiamo concludere o1 = o0 = 09



Caso induttivo (con.)

e (b,0) —> tt

Consideriamo il goal (while b do ¢, o) — 04

(b,0) —s tt (c,0) —> o” (while b do ¢,o”") —s o ¢’ applicabile

(while b do ¢,0) — o’

solo la regola

percui g7 = o7 con (c,0) — of e (whileb do c,o]) — o}
Analogamente (while b do ¢,0) — o9
Deve essere 02 = 045 con (c,0) — 05 ¢ {(while b do ¢, ol) — o5
Per ipotesi induttiva ~ P(c), abbiamo o] = 05
quindi (While b do ¢,05) — 0} e (while b do c,05) — 05

ma non esiste un ipotesi induttiva P (while b do c)



Definizione ricorsival

la premessa complessa

/\ guanto Ia conclusione

(b,0) — tt (c,0) — Whllebdoca>Ha

/

(while b do c,o0) — o’

per finire la prova di derminismo
dobbiamo usare un giusto principio di induzione:

Induzione sulle regole



