
Cinematica dei robot
• Posizionare l’end effector nello spazio in una 

data posizione e con un dato orientamento 
rispetto ad un sistema di riferimento assoluto
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Cinematica dei robot (II)
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Spazio cartesiano e spazio dei giunti
• La configurazione di un manipolatore a N gradi 

di libertà è descritta all’interno dei seguenti 
spazi di rappresentazione:

Spazio cartesiano:                 P	∈ ℜ଺ 	݁݊݋݅ݖ݅ݏ݋݌	݁݉݅ݎ݌ݏ݁	ℎ݁ܿ	݁ݎ݋ݐݐܸ݁
ݎ݋ݐ݂݂ܿ݁݁	ᇱ݈݈݁݊݀݁݀	݋ݐ݊݁݉ܽݐ݊݁݅ݎ݋	݁

Spazio dei giunti:                 P	∈ ℜே ݋ݐ݊ݑ݅݃	݅݀	݈ܾ݅݅ܽ݅ݎܽݒ	݁ݎ݋ݐݐܸ݁
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Cinematica diretta

Cinematica inversa



Sistemi di riferimento

Un sistema di riferimento {B} può essere descritto dalla posizione 
della sua origine e dalla rotazione dei suoi assi rispetto ad {A}
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Rotazioni e Traslazioni

ܲ஺ = ܲ஻ 	+ ஻ܲ଴
஺

ܲ஺ = ܴ஻஺ 		 ܲ஻ 	



Trasformazioni omogenee
• Le trasformazioni omogenee permettono di descrivere 

roto-traslazioni attraverso un operatore matriciale:

ܲ஺ = ܴ஻஺ 		 ܲ஻ 	+ ஻ܲ଴
஺ ܲ஺ = ஻ܶ

஺ 		 ܲ஻ 	

• Nello spazio omogeneo si ha:

ܲ஺ = ஻ܶ
஺ 		 ܲ஻ 	 ஻ܶ =஺

ܴ஻஺ | ஻ܲ଴
஺

__ __ __
0		0		0 | 1



Trasformazioni omogenee (II)

஻஺݈ݏܽݎܶ =
1 0
0 1

0 ݔ݀
0 ݕ݀

0 0
0 0

1 ݖ݀
0 1

஻஺ݐ݋ܴ =

ଵଵݎ ଵଶݎ
ଶଵݎ ଶଶݎ

ଵଷݎ 0
ଶଷݎ 0

ଷଵݎ ଷଶݎ
0 0

ଷଷݎ 0
0 1

ݐ݋ܴ − ஻஺݈ݏܽݎܶ =

ଵଵݎ ଵଶݎ
ଶଵݎ ଶଶݎ

ଵଷݎ ݔ݀
ଶଷݎ ݕ݀

ଷଵݎ ଷଶݎ
0 0

ଷଷݎ ݖ݀
0 1

TRASLAZIONI ROTAZIONI

ROTO-TRASLAZIONI
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஼ܶ
஺ = ஻ܶ ஼ܶ

஻஺

Trasformazioni omogenee (III)
Componibilità…



Esercizio 2D

ଵߠ

ଵݔ
ଵݕ ଶݔ

ଶߠ ଷߠ

H

ଷݔ

ଷݕ

଴ݔ
଴ݕ

ଵܮ ଶܮ

ଵܣ

ଶܣ

ଷܣ

ଶݕ
ଵܣ =

cosߠଵ ଵߠ݊݅ݏ− 0
ଵߠ݊݅ݏ cosߠଵ ܪ

0 0 1

ଶܣ =
cosߠଶ ଶߠ݊݅ݏ− ଵܮ
ଶߠ݊݅ݏ cos ଶߠ 0

0 0 1

ଷܣ =
cosߠଷ ଷߠ݊݅ݏ− ଶܮ
ଷߠ݊݅ݏ cos ଷߠ 0

0 0 1

ଷܶ = ଷܣଶܣଵܣ

ଷܶ =
cos	(ߠଵ ଶߠ+ (ଷߠ+ ଵߠ)݊݅ݏ− ଶߠ+ (ଷߠ+ cos	(ߠଵ+ߠଶ)ܮଶ + cos	(ߠଵ)ܮଵ
ଵߠ)݊݅ݏ ଶߠ+ (ଷߠ+ cos	(ߠଵ ଶߠ+ (ଷߠ+ H + sin	(ߠଵ+ߠଶ)ܮଶ + sin	(ߠଵ)ܮଵ

0 0 1



Esercizio 2D  - cinematica inversa

ଵߠ

ߙ

H

ଷݔ

ଷݕ

଴ݔ
଴ݕ

ܶ∗ =
cosߙ − sinߙ ݔ
ߙ	݊݅ݏ cosߙ ݕ

0 0 1

Calcolo coordinate end effector i funzione delle coordinate dei giunti
ܶ∗ è la trasformazione che descrive l’end effector

Eguagliando  ܶ∗ e ଷܶ si ottiene:

ቐ
ߙ = ଵߠ + ଶߠ + ଷߠ

ݔ = cos	(ߠଵ+ߠଶ)ܮଶ + cos	(ߠଵ)ܮଵ
ݕ − ܪ = sin	(ߠଵ+ߠଶ)ܮଶ + sin	(ߠଵ)ܮଵ



Esercizio 2D cinematica inversa (II)

ଶݔ + ݕ − ܪ ଶ = ଶଶܮ ଵଶܮ+ 	ଶܮଵܮ2+ cos ଶߠ

Sommando i quadrati:

Da questi si ricava:

൞
cos ଶߠ = ଶݔ) + ݕ − ܪ ଶ − ଶଶܮ ଵଶܮ− ଶܮଵܮ2/(

sinߠଶ = ± 1 − (cos ଶ)ଶߠ

Quindi:
ଶߠଶ=atan2 (cosߠ , (ଶߠ݊݅ݏ

Conoscendo ߠଶ è quindi possibile ricavare all’interno del sistema anche 
ଵߠ e ߠଷ



Esercizio 3D cinematica

଴ݔ

଴ݖ଴ݕ

ଵݖ
ଵݕ

ଵݔ ଶݖ

ଶݕ

ଶݔ

ଷݕ

ଷݔ
ଷݖ

ସݕ

ସݔ

ସݖ

ଵܣ =

cosߠଵ ଵߠ݊݅ݏ−
ଵߠ݊݅ݏ cosߠଵ

0 0
0 0

0 							0
0 							0

1 ଵܮ
0 1

ଶܮ

ଵܮ

ଷܮ ସܮ

ଷܣ =

cosߠଷ ଷߠ݊݅ݏ−
ଷߠ݊݅ݏ cosߠଷ

0 ଷܮ
0 0

0 							0
0 							0

1 0
0 1

Calcolare matrici di trasformazione da un sistema di riferimento al successivo

Dato il seguente manipolatore:



Esercizio 3D cinematica (II)

଴ݔ

଴ݖ଴ݕ

ଵݖ
ଵݕ

ଵݔ ଶݖ

ଶݕ

ଶݔ

ଷݕ

ଷݔ
ଷݖ

ସݕ

ସݔ

ସݖ

ଶܣ =
cosߠଶ ଶߠ݊݅ݏ−

0 0
0 ଶܮ
0 0

ଶߠ݊݅ݏ cos ଶߠ
0 							0

1 0
0 1

ଶܮ

ଵܮ

ଷܮ ସܮ

ସܣ =

cosߠସ ସߠ݊݅ݏ−
ସߠ݊݅ݏ cosߠସ

0 ସܮ
0 0

0 							0
0 							0

1 0
0 1

ସܶ = ସܣଷܣଶܣଵܣ

La trasformazione ସܶ è uguale a:



Esercizio cinematica robot cartesiano
Sia data la seguente tabella di Denavit-Hartemberg relativa ad un robot cartesiano a 
portale a cui è legato un polso a  due gradi di libertà

J ௜ߙ ܽ௜ ݀௜ ௜ߴ

1 -90° ଵܪ ݀ଵ 0

2 -90° ଶܪ ݀ଶ -90°

3 90° 0 ݀ଷ 0

4 90° 0 0 ସߴ
5 0 0 ݀ହ 0



Ricordando che per come è definita la procedura di Denavit-Hartenberg standard, è 
possibile far coincidere una terna sull’altra attraverso rotazioni e traslazioni lungo assi 
definiti. La matrice che permette di far coincidere due terne è la seguente:

Esercizio cinematica robot cartesiano (II)

௜ܶ
௜ିଵ = ௜ିଵߙ,௜ିଵݔ)	ݐ݋ܴ ,௜ିଵݔ)݈ݏܽݎܶ	( ܽ௜ିଵ ) ௜ݖ)݈ݏܽݎܶ ,݀௜ )Rot(ݖ௜ , ௜ߴ )



• Le matrici di posizionamento sono le seguenti:

Esercizio cinematica robot cartesiano (II)

ଵܶ
଴ =

1 			0
0 			0

0 ଵܪ
1 0

0 −1
0 			0

0 ݀ଵ
0 1

ଶܶ
ଵ = 	

0 			0
−1 			0

1 0
0 ଶܪ

					0 		−1
				0 					0

0 ݀ଶ
0 1

ଷܶ
ଶ =

1 			0
0 			0

0 0
−1 0

0 −1
0 			0

0 ݀ଷ
0 1

ସܶ
ଷ =

cos ସߠ 			0
ସߠ݊݅ݏ 			0

ସߠ݊݅ݏ 0
−cosߠସ 0

0 							1
0 			0

0 											0
0 												1

ହܶ
ସ =

1 			0
0 			1

0 0
0 0

0 			0
0 			0

1 ݀ହ
0 1

ହܶ
଴ = ଵܶ

଴
ଶܶ
ଵ

ଷܶ
ଶ

ସܶ
ଷ

ହܶ
ସ

Matrice da punto finale a base:


